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PRÉFACE. 



^H|| E me fuis propofé dans cet Ouvrage , de 
^^^ettre les Lefteurs en état d'entendre & d'ap- 
pliquer laméchanique. L'étude des principes gé- 
néraux de cette fcience, eft facile, & n'exige 

I gucres d'autres connoiOances mathématiques , 
que l'Arithmétique ôc h Géométrie ordinaires. 
ies abftraftions qu'on s'y permet , & avec raifon 
i'abord, fimplifient l'objet :& une méchaniqiie 
qui fe botneroic à ces connoifTances générales , 
bferoit, fans doute, à la portée des Lefteurs ; 
mais les Ledeurs ne fcfoient encore, que peu en 
état d'appliquer la méchaniqne. 

Dès qu'on voudïa rendre laméchanique utile, 
I faut fortir des fuppofitions par lefquelles on 
loft obligé de commencer dans l'étude des prin- 
cipes généraux ; il faut cefTer de faire abfltaftion 

Vde la malTe des machines-, de leur pefanteiii , 

fdu frottement, Sec. celTer de confidéret l'atlion 
des corps comme toujours réunie à leur centre 

; de gravité, &c. ceflTer de regarder les machines 
comme ne partageant point l'adion de la force 
motrice, &c. en un mot, avoir égard à l'état 
réèl& phy^que où font les chofes dans la na- 
ture. Dès lors le nombre des éléments qui en- 
trent dans chaque qiieflion, étant augmenté, il 
devient nécelTaire d'erap'oyer pour la rcfolutioii 
de ces queftions, des méthodes plus efficaces ; 
ç'ç/l dan£. ccttç vue que holîs avoiislaic pré'^:« 



ifition à^^ÊÊ 
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der la méclianique , d'une courte expofitio: 
principes de Calcul qui fervent d'intfoduftion ' 
aux Sciences Phyfico-itiachématiques. Nous nous 
y femmes déterminés d'autant plus volontiers 
qu'indépendamment de ce que ces principes de- 
viennent foiivem d'un ufage indifpenfable , mê- 
me dans des qiiellions qui auroient paru fore 
fimples, ils font d'ailleurs (fi l'on en excepte a 
qu'on trouvera en petit caradcre, & dont l'i* 
fage ell moins fréquent) une fuite fi naturelle 
des connoiflances e>:pofces dans la troifiemB 
Farcie, qu'ils ne peuvent qu'être entendus aver 
facilite, dès qu'on pofl'cdera celles-ci. 

A regard de la méchanique elle-même, léj 
objets que nous y avons exominés font tron 
nombreux pour pouvoir être pafles ici en revue; 
avec quelque détail. Nousavons renfermé dans c' 
premier volume, tout ce que nous avons con: 
pris fous le nom de Principes généraux de 1^ 
Méchanique. C'efi-à-dire, {es loîx du mouve-' 
ment (impie uniforme ou varie, les loix du 
mouvement compofc, la compofition & décom- 
polîiion des forces ; l'ufage de moments pour 
cette compollcion & cette dccompofition; l'ap- 
plication de cette théorie, à la recherche des 
centres de gravité, & des propriétés de ce cen- 
tre. Ces principes généraux , dont nous donnons, 
d'ailleurs, par anticipation, diverfes applica- 
tions, particulièrement au navire, font fui^is 
àcs ioix de l'e'quilibre des flaides , Se des corps 
qui y font plongés; cette partie a un rapport 
trop dircd: au navire, pourne pas trouver place 
^aiis cet Ouvrage. 

ie fécond volume renferme l'application da^ 
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f;es principes généraux, à différents cas de mou-: 

lircment & d'équilibre. Nous y avons examiné 

rrcs-grand nombre d'objets; & fi les bornes 
il faut enfin fe preicrlre» ne nous ont pas per- 
jnis d'y en comprendre un plus grand nombre, 
îious erpérons que ce que nous y avons dît, ne 
pemplira pas moins les vues que nous nous fom- 
[pes propofées, de mettre les Lefteurs en ctat 
3'entendre & d'appliquer la mcchanique. 

Au refle,on ne doit pas perdre de vue que 
I pet Ouvrage étant un Ouvrage de principes, on 
» jl'a pu ni dû fe livrer à beaucoup de détails 
I ^ont pourroient être fufceptibles quelques-unes 
i4es queftions méchaniques qu'on y a traitées, 
lïl en eft plufieurs qu'il fuflic d'examiner avec u!i 
peu d'attention , pour voir qu'elles doivent faire 
L^natiere d'un ouvrage à part; nous nous femmes 
t-iiornés à eu expofer les principes. Telles font j^ 
f"|ikipart des queltions concernant le navire : cette 
' "niacbine qui fait tant d'honneur à Fcfprîc hu- 
main , dans 1 état où elle efl: , ne lui en laiffe peuc- 
ctre pas encore moins à acquérir; lur-tout S 
f'oii confidere que l'écat où elle efl parvenue , 
efl en grande partie le fruit d'un très-long tàton^ 
oement; mais que ce qui rcfle à faire pour la 
perfeflionncr, ne doit être attendu que du con- 
cours de l'obfervacion avec la théorie. 

Les travaux de M. EouË^uer , que l'on ne peut 
trop confultfT fur cet objet, ont déjà préparé 
de très-grands fecours;&: les progrès actuels 
de la Phylique & du Calcul , donnent lieu d'ef- 
pérer que l'on fera encore des pas trcs-utîlcs dans, 
cçrte carrière. 
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PRINCIPES 

DE CALCUL 

Q^l/ 1 fervent (^'Introduclion aux 
Sciences Phyjico-macliémadques. 



\10T10NS FRJl LIMINAIRES, 

10 us avons donné dans la troîfienie 
rticjles règles nécefTaîres pour calculer 
I quantités , dans tel état de grandeur qu'on 
'fie les fuppufer. Aîais nous n'avons 
iint confidéié les variations par ItTqucllt.s 
quantités arrivent à tel ou tel écdt de 
l^ferandeur. Ce nouvel objet à confidcrer dans 
les quantités, donne lieu à une autre branche 
<le l'Analyfe , qui eft de la plus grande utilité 
dans les Sciences Phyfico - marlipriiatiques 
,;^ piincipalemenc dans la Méchanique ^ oii 
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a Cours 

l'on ne parvient fouvent à d(îtcrmincr let 
rapports des quantités qui entrent dans les 
queflions relatives à cette fcience , qu'après 
avoir confidéré les rapports de leurs varia- 1 
tiens , c'eft-à-dire , des accroifTements ou 
des diminutions qu'elles reçoivent à chaque 
iuftant. 

Nous allons donc, avant que d'entrer en 
méchanique, nous arrêter quelques moments 
fur cette partie du calcul qui a. pour objet de 
décompofer les quantités jufques dans leurs 
Eléments , & de revenir de ces Eléments 
aux quantités mêmes. A proprement parler, 
ce n'eft point une nouvelle méthode de cal- 
cul, que nous allons expofer ; c'eft une ap- 
plication des méthodes de la troifieme Par« 
tie, & même une limplification de ces 
règles. 

2 . Nous nous propofons deux objets : 
le premier, d'enfeigner à defcendre des 
quantités , à leurs Eléments ; & la méthode, 
pour y parvenir , s'appelle calcul différentteL 
Le fécond, nous montrera la route pour re- 
venir des Eléments des quantités , aux quan- 
tités mêmes, ôcnous appellerons cette mé- 
thode , calcul intégral. 

La partie de ces deux calculs qui nous 
importe véritablement, n'eft qu'un corollaire 
des méthodes de la troifieme JPartie , & peuç 
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S DE Mathématiques, fl 

trefaifie avec facilité, dès qu'on eftinftruîc 
£S de ces méthodes-. Quant à la partie de ces 
«mêmes calculs, qui exige des j,, cherches 
a- plus délicates , ou d'une application moins 
3t fréquente, nous la diftinguerons , à l'ordinai- 
uCi rc f par un caradere d'imprtliion plus petit. 

3. Comme nous allons conlidéter les 
c iquantités relativement à leurs Elt:^mencs , 
13 c'efl-à-dirCj relativement à leurs accroifle- 
ct ments infiniment petits, il convient , avant 
tr. <iued':\leT plus loin, d'expofer ce que nous 
.tj entendons par quantités infiniment petites, 
t infinies , &c. & de faire connoître la fubor- 
il- dination qu'on doit mettre entre ces quan- 
3. cités , dans le calcul, 

4. Nous difons qu'une quantité eft infinie 
[infiniment petite à l'égard d'une autre, 

brfqu'il n'eft pas poffibîe d'affigner aucune ' 
Quantité aiTez grande ou allez petite pour 
Icxprimer le rapport de ces deux-là , c'ell-à- 
fdire, le nombre de fois que l'une contient 
Tautre. 

Comme une quantité ne peut, fans cefTet 
d'être quantité , ceffer d'être fufceptible 
d'augmentation ou de diminution, il n'y a 
point de quantité fi petite ou fi grande à l'é- 
gard d'une autre , que l'on ne puifle en con- 
cevoir une troifieme infiniment plus petite 
ou plus grands, Pai exemple, fiareilin- 



4 Cours 

fini à l'égard de ^, quoique dcs-Iors il f 
impoflîble d'afTîgner leur rapport , cela n'ea 
pèche point que je ne puilïe concevoir ui:| 
troifieme quantité qui foit à l'égard de i 
ce que* eft à l'égard de ij; c'eft-à-dire , qii 
foit le quatrième terme d'une ptoportio 
dont les trois premîcjs feroient a : x : : x : 
ce quatrième terme qui eft— fera donc in 
niment plus grand que .v , puifqu'îl concienta 
autant que x eft fuppofé contenir a. ~ 
même, rien ne m'empêche de concevoir 1 
quatrième terme de cette proportion x: a: 
a:; & ce quatrième terme qui fera^fei 
infiniment plus petit que a, puifqu'il do 
être contenu dans a, autant que celui-ci e 
fuppofé contenu dans x. Rien ne borne l'iJ 
juagination à cet égard, & l'on peut conce- 
voirjdc même, une nouvelle quantité qui foit 
encore infuiiment plus petite à l'égard de 
— que celle-ci ne l'eft à l'égard de a. Onj 
appelle cela des infinis ou des infinimen 
petits de différents ordres. 

En général le produit de deux quantit 
infinies ou inriniment petites du premier c 
dre eft infiniment plus grand ou infinimeng 
plus petit que chacun de fes deux fafleursa 
en effet a: _y :^: :*; i; or jÇ « eft infini, ;' 




Ï)E MATHi^MÂTlQUES; ^ 

éontîent une infinité de fois l'unit»^ , dohc *y 
JEOntient une infinité de fois^. Un raifonne- 
nent femblable fait voir qu'un produit ou 
ne puiiTance de tant de dlmenfions qu'on 
Oudra> & dont tous les fadeurs font infi- 
, eft d'un ordre d'infini marqué par le 
bmbre de fes fadeurs ; ainfi lorfquc x eft 
■fini , ** eft infini du quatrième ordre , 

feft-à-dire, infiniment plus grand que .v', 

^uieit infiniment plus grand quex^, qui lui- 
même eft infiniment plus grand que x. En 

„ effet >:* ; a' : : x^ : x^ : : x' : x : : x : \. Ce fe- 
oit le contraire fi aj étoit infiniment petit ; 
jZors *' feroit infiniment petit du quatrième 
ttdrCj c'eft-à-dire, infiniment plus petit 
lie *' ; celui-ci infiniment plus petit que 
6c ce dernier , infiniment plus petit 
Ile X. 

lAucontraire , unefradïon dontle numéra- 
lur eft une quantité finie, ficdontledénor 
ilinateur eft une puifiTance quelconque d'une 
uantité infinie, feroit d'un ordre d'infini- 
hent petit j marqué par l'expofant de cette 
liffance. C'eft-à~dire, par exemple, que 
'- eft infiniment petit du fécond ordre, fi * 
eft infini ; — eft infiniment petit du 3*. ordres 
^ effet f^:— ::—: i : : 1 : x* 
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Mais fi un produit n'a pas tous fes fai 
teurs infinis , alors Ton ordre d'infini ne do 
fe déterminer que par le nombre de les fai 
teurs infinis : ainfi axy n'eft que du méni 
ordre que xy ; en effet axy : xy :: a:\ ^ { 
ce dernier rapport peut être évalué, Çv a t 
une quantité finie. 

Remarquons bien cette difiérence dai 
3a comparaifon des infinis ou infiniment p( 
tits, entr'eux ou à l'égard des quantités n 
lativement auxquelles ils font infinis ou inj 
niment petits. Si * eft infini à l'égard de <; 
ïien ne peut mefurer leur rapport; ma 
dans la même fuppofition, le rapport de 
à X multiplié ou divifé par tel nombre fil 
que l'on voudra, eft un rapport fini; ainf 
a: infini ou infiniment petit eft inconipï 
fcle à l'égard de a , fuppofé un nombre fini 
mais il ne l'eft point à l'égard de ax , puifqu 
se ei\. 2. ax : : i : a. 

5. Pour exprimer par le calcul qu'une 
quantité x eft infinie à l'égard d'une autre 
quantité a; ou , ce qui eft la même chofe , 
pour exprimer que a eft infiniment petit à 
l'égard de*, il faut, dans t'exprefiîon algé- 
brique oij cçs quantités fe trouveroient en- 
femble , rejette-- v" outes les puifiances de x 
inférieures à la plus élevée , & par confé- 
quenti au0i, tous les tecmes fans x. Par 
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fexemple , fi dans dans ~ — -, on fuppofe * 
^finfîni à l'égard de a Ôc de^, on Aippii- 
^Kiera a Se b, Ql Ton aura —ou - pour la 
^Valeur de -^^» lorfque « eft infini. En 
PKffet ^' l.l f eft la même chofe que ..." 

3+7' ■' 

• 7-> ( en divirant, haut & bas, par *) 

or dès qu'on fuppofe que a: eft infini à Vé- 
^K^i^d de a & de ^ , les fraaiojïs -7 & — qui 
Kïpréfentent les rapports deaôcdehsx, doî" 
vent nécefl'airement être fupprimées , puif- 
que, par cette fuppofition même, ces rap- 
ports font au-defibus de toute quantité, d 
petite qu'on veuille la fuppofer; donc dans 
ce cas la quantité propofée doit fe réduira 
à — . 

Pareillement , fi l'on avoit *• -t- djf -t- è, 
on le réduirojt à a;% fi l'on a deffein de fa- 
voir ce que vaut cette quantité , lorfque x eft 
infini. En effet, on vient de voir que dans 
cette fuppofition on devoit fupprimer ù vis- 
à-vis de ax j or x* eft lui-même infini à l'é- 
gard de ax j puifque x^ :ax ■: x ^. a\ donc 
Aiy 



par la même raifon on doit rejetcei ax VÎ^| 
a-vis de x'i donc la quantité doit, alorsS 
Être réduite à x'. 1 

Au contraire j fi x étoït infiniment ptJVj 
il ne faudroit conferver que les termes ou 1 
l'expofant de Aefî leplus petiti d\niix''i-ax \ 
fe réduit à ax', lorfque * eft infiniment pe- j 
tit. ^' fe réduit à y , lorfque * efl infinij 1 
jnent petit. m 

On ne doit pas craindre que ces omilHon» 
altèrent les conféquences que l'on tirera de^ 
-calculs auxquels un les appliquera. Au con-J 
traire, ce n'eft que par ces omiiTions que I'om 
'exprime ce que l'on a deffein d'exprimer J 
c'eft-à-dire, que x efl infini ouinfînimenM 
petit ; ce n'eft que par elles qu'on peut arrive™ 
à une concîufion conforme à la fuppofition^ 
qu'on a faite. Or fi lorfqu'onfuppofe x infini, 
on ne rejettoït point les termes que nous ve- 
nons de prefcrire , fi , par exemple» dans 

__ ou ^ onne rejettoit pas -&-, 

!e calcul n'exprimant point alors que— ôc — 
font des rapports au-defTous de toute quan- 
tité afllgnable, ne répondroit point à ce que 
l'on demg,nde , iavoic quelle eft la valeuc 
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de cette quantité lorfque x eft infini : en un 
mot en attribuant encore à ~ & à — quelque 
influence fur la valeur cherchée, on contre-, 
diroit la ruppolition que l'on a faite. 

Nous ne manquerons pas d'occafions de 
vérifier l'exaditude de ce principe fur l'o- 
miflion des quantités infinies des ordres in- 
férieurs ; mais en attendant , voici un exem- 
ple qui peut venir à l'appui du raifonne- 
ment que nous venons de faire. Concevons 
ia fuite ^, ^, ^, j , { j jj &c: les termes de 
cette fuite, comme on le voit, approchent 
de plus en plus de l'unité, & on conçoit 
que jamais ils ne peuvent pafler cette limite. 

Chaque terme peut être reprefenié par , 

en mettant pour x le numéro de ce terme. 
Puis donc que les termes approchent fans 
cefTe de l'unité, & d'autant plus qu'ils s'é- 
loignent plus de l'origine , ils n'atteindront 
donc cette limite qu'à une diftance infinie 
de l'origine; donc pour avoir le dernier 
terme de cette férié , il faut fuppofer dans 
— ^ , que X eft infini ; or conformément au 
principe, cette quantité fe réduit alors à — ^ 
c'eft-à-dire à i ; donc l'omiffion du terme 
H- I dans-^^ , loin d'altérer la concluiion , 
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eft au contraire ce qui la donne telle qu'el! 
doit être. En un mot en faifant cette omîï 
fion , on agit conféquemment à la fuppoff 
tion qu'on a faite. / 

Telle eft h fubordinatîon qu'on doîtmei 
tre dans le calcui, entre les quantités infi 
nies ou infiniment petites de différents ot' 
dres. Mais dans l'application de ce princip( 
fur l'ominion des quantités , il peut fe pre 
fenter quelques cas fur lefquels il eft bon di 
■prévenir le ledeur. 

Suppofons qu'on ait les deux quantité 
xx-^ax+h , & xx-^ax~hc : lorfque x eft in* 
fini, il eft indubitable que chacune fe réduit 
à:cA:; enforte que leur différence, dans ce 
cas femble être zéro. Cependant fi l'on veu 
avoir leur différence , on trouve qu'elle e( 
h — couc — ^, quelque foît a:, infini ou non 
Voici la folution de cette difficulté appa* 
rente. 

La différence de ces deux quantités effi 
réellement i — c ou c — ù; mais lorfqu'on | 
cherche cette différence après avoir fuppo- 
fé jv infini dans chacune; c'eft demander ce 
que cette différence eft par rapport à ces 
quantités mêmes ; or comme elles font alors 
infinies, chacune , on doit trouver comme 
on le trouve en effet, que cette différence 
<ft zéro par rapport à elles. Lors donc qu ofli 
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J iïemande ce que devient , par la fuppofition 
de X infini , le réfultat de certaines opérations 
fur plufieurs quantités , c'eft dans le réfultat 

pinême qu'on doit exécuter la règle donnée 

-deffus , & non pas dans chacune des 

quantités féparément prifes. C'eft ainfi 

t qu'on trouvera que la femme de — xx-i-ûx-i-l> 

.■^xx--\-x-\-c , lorfque x eft infini , fe réduit 

à ax-hhx ; car, en général, elle eft ax-\-bx 

~-é-i-c qui lorfque ^ eft infini, fe réduit 

.à ax -h èx. Pareillement fi l'on avoit . . , 
fe — ^xx — iè ; cette quantité lorfque a: eft 

pinfini , femble ^tre zéro. Mais comme 
y^ XX — bh n'eft qu'une indication de la ra- 
cine de XX — l/è, il faut pour avoir fa diffé- 
rence avec .V réduire xx — b en férié (/f/g. 
114.5)) ï alors la quantité x — ^ xx—~bb fera 

qui lorfque x eft infini par rapport à h y fe ré- 

, . ^ hb 

dmt a — . 
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6. LiORSQUE l'on confidere une quantité 
variable comme croiffant par degrés infini- ■ 

ment petits j fi l'on veut connoûre la valeur ■ 

V -i 
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de ces accroilTements, ce qui fe prcîfenfe è 
plus naturel , eft de déterminer la valeur d 
cette quantité pour un inftant quelconque 
& la valeur de cette même quantité pou 
i'inftant immédiatement fuivant : alors 1: 
difiérence de ces deux valeurs efl l'accroif- 
fement ou la diminution que cette quanti» 
reçoit : c'eft auiïï ce qu'on appelle la difé 
rence ou la différentielle de cette quantité. 

7. Pour marquer la différentielle d'urr 
'quantité variable fimple , comme * ou y 
on écrit dx , ou dy^ c'eft-à-dire, qu'on ni 
précéder cette variable , de la lettre d ini 
tiale du mot différence. Mais lorfqu'on veul 
indiquer la différentielle d'une quantit 
compofée comme je', ou ^x^ -+- ja-^ 
^ x^ — aa, &c. on renferme cette quantiti 
entre deux parenthefes que l'on fait précé- 
der de la lettre d^ ainfi Ton écrit d («*) 
d {^x^~+- sx'),d(^'x'—a'-j, &c. 

Dorénavant nous répréfenterons les quan' 
tltés variables , par les dernières lettri 
I, K, x,y, z de l'Alphabet; & les con 
tantes , ou celles qui confervent toujour! 
la même valeur, nous les ftpréfenterons pa] 
les premières lettres a, b y c, &c. & lorC 
que nous en uferons autrement , nous a 
avertirons. Quant à la lettre d elle ne fet 
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employée à d'autre ufage qu'à défigner !a 
difftîrentielle de la quantité qu'elle précédera. 

S' Suivant l'idée que nous venons de 
jjdonner de la difFérenticHe d'une quantité , 
n voit que pour avoir la différentielle lorf- 
ue la quantité ne renferme que des varia-- 
blés au premier degré & non multipliées nî 
divifées les unes par les autres , il n'y a au- 
tre chofe à faire qu'à affecler chaque varia-' 
fcle de la caradérjfiiqi;e d, en confervant 
d'ailleurs le figne de chacune; par exemple , 

diiférentielle de x-^y — z fera dx-hdy 
'r^ dz. En effet , pour avoir cette différen- 
tielle , il faudroit confidérer x comme deve-« 
mnt x~{-àx; y comme devenant y -^dy-y 8c 
z comme devenant Z'+'dzi alors la quan- 
tité propofée, qui efi a£luellement «-f-y — z, 
deviendroir A--h(ix+j'-Hi^ — z — dz; prenant 
donc ia différence de ces deux états, on 
aura x-hdx-^y-i'dy — z — d^ — x—y-^z ; 
[»ceft-à-dire, dx-hdy — dz pour la djfféren- 
i-tielie. 

Il en feroit de même , fi les variables qui 
Entrent dans la quantité propofce , avoient 
"les coefficients ou multiplicateurs confiants: 
ainfi la différentielle de $-X'^:;y,cû 5 dx-^^S'fyi 
celle de ax -f- /y , eft adx '-+• bdy ; en effet » 
îorfquea: &^ deviennent x -^ dx àiy^dy , 
la quantité ax-^, by devient a {x^dx) -t; 
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Ipiy-l-^y), c'eft-à-dire, ax-i-adx+hy^-hdy ^ 
donc la différence des deux états, ou la dif- 
férentielle j ed adx-+- hdyi c'eft-à-dire qu'en 
général, ji faut afie£ter chaque variable de 
la caradériftique d. 

Si dans la quantité propofée il y avoit un 
terme tout conflanc, îa différentielle feroit 
la même que s'il n'y étoit point. C'eft-à-dire, 
que la différentielle de ce terme feroit zéro j- 
cela eft évident , puîfque la différentielle 
n'étant autre chofe que raccroiffemenc, une' 
quantité conftante ne peut avoir de différen- 
tielle fans ceffer d'être conftante ; aînfi ia 
différentielle de ax'+-b eft fimplement adx, 

p. Lorfque les quantités variables font 
{impies, mais multipliées entr'elJes , alors 
il faut fuivre cette règle j . . Différenciez fuc-i 
cejfiveiïient par rapport à chaque variable ^, 
comme fi tout le rejle étoit un multiplicateur, 
confiant *. 

Far exemple , pour différencier xy , je 
différencie d'abord comme fi x étoit conf- 
tant j & ]'zïxdy ; puis je différencie la même 
quantité xy comme fi y étoit conftant , & 
j'ai yàx , enforte que la différentielle totale 
de xy eft xdy~i-ydx. 

* Poor éviter l'équivoque 1 nîere, la variable qui devra 
'dans la manière d'écrire , îi être affeÛée de la caiaflcriftî- 
coavieiuiia d'éciice la iet- \ ^uç d^ 
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La raifon de cette règle fe trouvera en 
remontant au principe. Pour avoir la diffé- 
rentielle de xy } il faut confidérer x comme 
devenant arH-<i», c'eft-à-dire, augmentant 
de la quantité infiniment petite àx; -& y 
comme devenant ^-l-iiy, c'eft à-dire, aug- 
mentant de la quantité infiniment petite ày ; 
alors xy devient (x- +-<iA') x {y-^ày) , c'eft- 
à-dire, xy -\- xdy -ir ydx -^ â dx-y donc la 
différence des deux états , ou la différen- 
tielle, eft xf -^ xdy -^ yàx ^>n àyàx ~ xy ^ 
ou xà^-^-yàx-^-àyà i- ; mais pour que le cal- 
cul exprime que ày & dx font des quantités 
infiniment petites comme on le fuppofcj il 
faut ( 5 ) omettre âyix qui ( •}■ ) cft infini- 
ment petit du fécond ordrt^j & par confé- 
quent infiniment petit à l'égard de xdy biydx 
^ui font infiniment petits du premier; donc 
enfin la différentielle de xy ou d {xy) eu 
siày -+-ydx , comme le donne la règle. 

On trouvera de même, enfuivantla rè- 
gle , que, la différentielle de xyz eft xydz -\- 
xzdy^-yzdx, en différenciant d'abord com- 
me fi xy étoit confiant j puis comme fi xs 
étoit confiant, & enfin comme fi yz étoïc 
confiant. Et on le démontrera comme cî« 
deffus en regardant x,y & z comme devenus 
x~hdx yy~i-dy ^ &2-+-(i2; auquel cas a- z 
devient {x'i'dx) {y-^dy) {z~\-àz) oua^'s;-*-; 
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xyaz -+^ xzdy "^yzdx -^ydxdz -¥■ zdydx 43 
xdzdy ■+■ dxdydz ; donc la différence des deux; 
états fera, après avoir réduit , & rejette le» 
înfiniments petits du fécond & du troifieni©. 
ordre , xydz H- xzdy -^yzdx , ainfi que le 
donne la règle. 

I O. Si la quantité propoftîe eft une puif\ 
fance quelconque d'une quantité variable . 
alors fuivez cette règle : Multipliez par l'ex- 
pofant , diminuez cet expofam aune unité g& 
multipliez par la différentielle de la variûble. i 

Ainfi , pour appliquer !a règle à .v* j'aurai 
■axdx , en multipliant par l'expofant ^ , di- 
minuant l'expofant 2 de i , & multiplia» 
enfin par la différentielle dx de la variable x\ 
On. trouvera de même que la différentielli 
de x' eft ^x*dx ; celle de .v* , ^x^dx ; celli 
de a:"' , — x~'^dx ; celle de.v"^, — j-vV* j 

celle de :f^ eft T .v~r £^ A- ; celle de 

eft Y*^^:*; &, en général , celle de.*'", eft " 
tnx'"'' dx , quelque foit d'ailleurs l'expo- 
fant m, pofitif ou négatif, entier ou frac- 
tionnaire. 

Pour trouver la ralfon de cette règle , re- 
montons encore au principe. Regardons x 
comme devenant x-^ dx , {dx étant infini- 
ment petit); alors x"" devient {x-^dx) 
p*eft-à-(iice 2 en appliquant les règles don- 
né: 
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fes C'^^. i4P)j devient *'"-H»3*'""Vjf-^. 
m'-^x"'~*dx^ -t- &c. ou (parce que le 
terme m . — . x'^^ dx^ eft infiniment pe- 
tit du fécond ordre , & que les fuivanis fe* 
roient encore d'ordres inférieurs, ) devienc 
'x"" -hmx""^ dx ; donc Ja différence des 
deux états , ou la différentielle de x"" , eft x™ 
<+'mx"'~^ dx — x"" y c'eft-à-dire, mx"^'' dx. 

S'il y avoit un coefficient ou mulciplica^'i 
teur confiant , cela n'apporteroit aucuan 
changement ; il refteroît dans la différen- ' 
tielle tel qu'il eft dans la quantité ; ainfî 
d{ax") t^max"'~^ dx. 

1 I . Voilà tout ce qu'il eft nécefTaire de 
favoic pour être en état de différenciée 
toutes fortes de quantités algébriques ; ainlî 
tout ce qui va fuivre , ne fera plus qu'une 
application de ces règles. 

I 2. Si l'on avoit — c'eft-à-dire une frac- 
tion , on écriroit ainfi cette quantité xy~^f 
félon ce qui a été enfeigné (yiig. 141); 
& alors appliquant la règle donnée ( 9 ) 
on auroit d {xy^-'^)=xd (y^)-^ y~'d x , 
& par conféquent (10) d {xy~') =^ — 
xy'^dy'hyVdx. 

Si ron réduit cette quantité, on aura — 
Ton voit que I4 
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différentielle d'une fraâîon — , eft égale à I 
différentielle dx dunumérateur multipliée p 
!e dénominateur j, moins la différentielle « 
du dénominateur, multipliée parlenumérj 
teur Xj le tout divifé par le quatre du dénoti 
nateur; & c'ell la règle que l'on donne ord 
nairement pour différencier les fraSionsI 
mais on peut fe difpenfer, comme on le vo 
de charger encore fa mémoire de cette non 
velle règle : il fuffit de faire paffer le dénota 
nateur au numérateur, félon la règle donnJ 
l-^ig. 141 ) & de différencier enfuite. 

I 3. Si l'on veut différencier ûx^y' 
regardera d'abord x^ & y' comme deux va 
liables fimples , & (5)) on aura d (ûxy^ 
= ax^ d {y*) •+■ a-f irf( :c' ) ; puis ( 10 ) ■ 
aura d {ax^y*) =2ax^ydy-^~ ^ay^x''dx.'\ 
général f^ {ax'"y'^)'=ax^d[y'']~^ay'*d {s^)^^ 
nax^y^ ~^ ày~k~ may" x"^'dx, 

l4- Si la quantité qu'on veut diffère) 
cier, eft complexe, mais fans renfermer ( 
puiffances de quantités complexes, on dîl 
férenciera fcparément chacun des terma 
qui lacompofent:ainfi d{ax^-+-hx^~hcxy)^^ 
^ax^dx~\~2.bxdx~\~cxdy\-cydx> De mêtï 
d {ax^-{-bx~\-'-^=^d{ax^-\~bx-^cx~^y)^ 
zaxdx -hhdx — 2f*~î ydx -4- cx~^ dy. '. 
rnèmed { x^ -i-ay' '^ è' ) = ^x'ydx -i- x^dy'i 
2ayày f en fe xappellant que la confiante i 
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Wé'a. point de différentielle , ou que fk diffié- 
rentieile eft zéro. 

I 5 • S'il y a un expofant total , comme 
dans {a-^-bx -HfA-*)^ on regardera toute la 
quantité afFettée de cet expofant, comme 
une feule variable que l'on différenciera fe- 
"ÎJon la règle donnée (lo) pour les pmflances: 

9'+-bx'i- cx'')=^ (iï-+-èx-^cjr*)'^x 
^x-i-zcxdx). De même d(a-+-èx-)^ =^ 
ia^èx^)^ d{a-^hx') =|(a-t-**')fx 

[ I 6- Si la quantité étant toujours com- 
fixe , étoit d'ailleurs compofée de dlffé- 
"nts fadeurs , on regarderoit chaque fac- 
XLT comme une variable fimple , & l'on 
Ëvroit la licgle qui a été donnée (p) pour 
. produit de plufieurs variables fimples : 

bfî x' (*! H- ^^*) ' qu'on peut regarder 
femme compofé des deux faiSeurs a;' & 

\-bx^Y^ , donnera ^(*'(fl -4-èx')''"} =a 

1 -i 

' h x*) i d {x*) '\' X* d {a •^ h x^y qui ,* 

les règles précédentes , devient 



^*dx {a-hbx^y '\'^bx*Jx(a' 
treillement '^([7^^) =^(C«h-«; 



as 
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c'eft-à-dire=— 2(x-t-o)' {x-t-i)-iilx 
3(.v4-^)~^(A:-t-d)^ dxy qui fe chanj 

I 7- Si la quantité propofée eil radicale , 
On fubflituera aux radicaux, des expofants 
fradionnaires , comme il a été enfeignd 
i ^ig. 128), 6c l'on différenciera, cnfuite fe.-| 
Ion les règles ci-defîus. Ainfi d (1/ x) s 



f *"' dx} d(yaa-^xx) =:d (aa — xx)^ 
i {aa — xx) ~^d {aa — xx')= ~^xdx {aa — Ara:)~J 

Z. ?"* 

? 
't- mx'"'^ d X (lï-t- i*")!' 

Des Différences fécondes , troiftemes j &c. 

jB. luDÉPiNDAMMEST des différentielles t]ue nous yetioS 
de conIJdérer, & qu'on appelle Diff'érencei fremiercf , (M 
confiàere avOi les àifféiences fecondet j troSJiema t &c. Fol 
marquer celles-ci, on fait précéJet la variable, de deux Jeil(| 
d , t'U t'agii d'une différence féconde ; de rrojs lettres d 
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t d^ine différence troilîeme & aîniî de fuite ; par exemple ^ 
iéx marque la différence féconde àe x. 
_ Zorfqu'il s'agît (les différences reconties, on regarde la va- 
riable comme -lugmemant. par degrés inégaux , mais dont U 
différence eft infiniment petite â l'égard de cet acccoi (Te menti 
mêmes- Ainfi ddx eft infiniment petite à l'égard de dx. De 
même dans les différences troilïemes, dddx ou d'x ( car on. 
les marque également de ces deux manières} eft infiniment 
f etite à l'égaid de ddx ; 8c ai«Iî de fuite. 

Pour marquer le quarrcdedx, «n devroîi nararellement 
écrire (dx)^; mais pour (implîfier on écrit dx' ,ce q«i ne 
peut cauf^r de méprife, & être pris patirla diffétentielledex'] 
que nous fûmmes convenus de marquer aîniî d( x' ), 

Obfervcns bien que quoique ddx & dx' (oient tous deux 
infînimenc petiis du fécond ordre , ces deux quaniiiés ne ibnt 
pas égales etiir'elles ; ddx eu h différence féconde de a:, oiï 
la différence de dtux diffétenies conlScmives de s; & di'- eft 
le quarréde dx. 

Pour déteraninec les différences feconifes, ce qui Ce pré- I 
fente naturelien- ent tft de conlîdérer la q.ianiité variable i 
dans. trois états conlèculifs) infînimenis voifins; prendre h 
férence du fécond état au premier, celle du troîlicme au 
cond; & enfin prendre la différence de ces deux, difféiencei» 
Par exemple, le premier éiat de x efl x ; au fécond inft^nc , 
K augmente dé la qtianiité dx & devient x -t- i* y dan 
tant fuivant x-t-di- augmente de ta quantité dx -i-d(dx)^ 
d^dx) marquant ce dont raccroilTement du fécond inftanû 
furpaffe celui du premier, ou la différence de dx, Ain 
trois étais eonfëcutifs de la quantité x fontx, x-f- 
»-l-idx-f-ii(dx ). La différence du fécond & du premier- 
efi dx ; celle du iroiiïeme & du fécond eilix + dfd 
enfin la dîfSren'ie de c^s deux difTérences- ou la différencet 
féconde de X, eft d (dx) ; on a donc ddx = d(dx). Donc 
Jo«r avoir Us différences Jecondei , il faut diférencter ht diffé- 
renetf fremierei félon let reglet qui ont été dimjiéei pour a-vôir; 
telht-ci. 

Par exemple, pour avoir ta différence féconde de xy . j» 
prends fa différence première qui eft a(iy -f_ jid»:; jediftérenci» 
maintenant celle-ci , comme fï x Six , y &djéioicnt all- 
nntde variables diffctenies,& j'ai ïd.ix-f-djdx-f-dj(fA--i-jdd*^^ 
Vi.Kddf Hz *4J!^' -f-ïddï. Fareillemcci, la différence fccgndi J 
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de x' Ce trouvera en diffcreniîant d'abord x* , ce qui i 
ixdjc ; puis différenciant ixdx comme G x& dx étoîen 
variables finies , ce qui donnera zxddx-h^dx '.O atK. 
ic même que dd {a x")=d{max'' — ' d , x =m . m -itx'^ 

Si l'on avoif à différencier une qnaniiié dans laquelle U e 
de déjà des différences premières , Toit qu'elli- vini ou ne r 
pas d'une dtftcientration exaâe , on fuivroît la même i 

àhode.Ainfid(xdy) = iiddy-i-'dxdy.fiiTeil\ementd\~^ 

s= d f *-idj)= — x-^dxdy -h x~' ddy. De 

d C^\ = d{dxdy^)z=ddxdj-^' —dxdy-^ ddy=: 

dxddy 

" dy^ ' . , 

13. Il arrive fouvem que (îans les calculs oâ il entre plulî^ 
variables , on fuppote coi7ftante la différence prç micre de 1' 
de ces variables. Cette rup;>oiîtion qui eô permile , parce qi 
peut toujours prendra une des diiFérences prf mi rc pour terri 
fiKf de comparaifon des autres différences premières , cetlfe'" 
fûppolîiion, dis-je, Amplifie les calculs , en ce que les terme* 
affeftés de la différence féconde de cette variable , ne le iron- 
vcnt plus dans le calcul , puifque iî dx eft coniiant , on a 
dix = 0, ce qui f.iit drfparoitre tous les termes affedéî de rfrfx. 
Il n'y a d'autre attention à avoir dans ce cas que de ne poini 
différencier liï (ou la différentielle confiante) , dans les ter- ■; 

mes où elle Ce rencontre. Aïnfî , la différentielle de — , prlla . 

'^y m 

en fuppoïânt Jx confiant, ovd Çdxdy- <),daDs cette mêms'. 

fuppofition.eft ^dxiJj-iiJdjpoii— . Si, au contraire» , 




* llpeucrepréfenief , fur cette 
mn\crc de prendre lei diSf rencea 
fiïOades , une difficulié qu'il tl\ 
londcpiévEitir. truand on déier- 
aiinc les difl^rentu premier» , 
lei quantlién Iniin1m:nt 
lu fecsnd ordre ; or les 

,. is feccndci éum anlK 

InfiataEnt pettiel du Tecoud or- 

a__ __ ■-■[.^^ pjjj ttalndrt «l'.ie 

t^tti din» J'ivalua- 



: des pfemlerea , ne rende let ■ 
Indes d^feâuEufes ) Non , parti 
iefinlmenc petit du fi» 









ra driTétenttelIe 
qu'un Infinltucnc petit d'i troifie- 
mt ordre , quî.ftiît ê.re reî*trl 
vis-j-sis de h différente fîtAncfe , 
puifque celle-ci eft infinlnicnt Jt- 
iltE du fécond. 
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n (ïippofe ày conAant , elle eft . 

dy 
10. A l'égard des difSrencèi tcoilîemes , on voit > en rai- 

lônnant comme cJ-deiïus , <)ue pour les avoir il faut de même 
différencier, comme à l'ordinaire, les dilKrences fécondes, 
S regardant les variables, Ituis différences premières, 8c 
i différences fécondes, comme autant de variables diffé- 
?s ; Se ainlî des auires différences plus élevées. Il fiui feu- 
,. mt obrerver qu3 lî diins le pafTage des premières diffc- 
Ecnces aux fécondes , l'une des diff'érences premières a été fup- 
jofèe confiante, on doit la regarder comine coofiante dans 
\ lOUMi les autres différenciations. 

Remarque. 

2 1. Nous avons fuppofé , dans tout ce 
Fqui précède , que les variables x y y y &c , 
* augmentoient toutes en même temps i c'eft- 
à-dire , que x devenant x-+- dx , y devenoiç 
y-^dy, & ainfi des autres. Mais il peut ar- 
river que les unes diminuent pendant que 
■ les autres alimentent. Dans ce Cas il faut^ 
après la différenciation , changer dans le 
■iéfultat, le figne de la différentielle de la 
Ivariable qui va en diminuant. Ou bien , 
Ion peut-laiffer la diffère ntielie telle que 
donnent les règles précédentes ; mais 
flans l'application qu'on en fera à une 
Fqueflion, il faudra avoir foin de prendre né- 
gativement la quantité que repréfente la 
différentielle de la variable qui va en dimi- 
nuant. En effet lî y vient à diminuer d'une 
quantité q , & que par la différenciatioa 
Biv 
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■ VOUS ayez fuppofë tacitement que y de- 
vcnoic^ -¥- dy t\[ fauf donc que y — ■ q=s 
_y-t-£/y,ou que — ^= dy, ou que^ = — 'ày; 
aiiilî dans ces cas , ce que vous auriez ap- 
pelid^/y, vous l'appellerez — Jy , par-tout 
ailleurs eue dans la différenciation : nous, 
verrons des exemples de cela , par la fuïte- 

M tn leru île Mcme dii liifffrpnces fécondes à l'égard des- 
Jifl'ércnrci ptcmÛT^s. Si la diflérence première va en dimi- 
tiuïrt . vmis n'en diftïrencierez pas moins comme à l'ordj- 
I dnn> ]'kippUc;iuon à quelque 

a Ji/lérp|ice< 

Telles font les règles pour difFérencier 

' les quaiitiids , lorfqu*elles font préfentéea 

imniediaicmcnc. Mais il arrive fouvent que 

j ce ii'cft pas tant fur les quantités mêmes , 

I <]uc fur certaines cxprclTions de ces quanti- 

j tés que IV" ^ ^ opiirer. Par exemple , au 

, lieu des angles on emploie fouvent leurs; 

finus , ungemcs , &c. de même,on^eft 

fouvent forcé d'employer les logarithmes 

des quantitt's , au Htu des quantités mêmes. 

Voyons donc comment on doit différencie^ 

y ces fortes d'expreflions. 

I I^es différentklUs de Sinus , Cofinus » 

I î2. Lorsqu'on a à différencier une 
\ ^Haatit^ telle que _//». s ( ou finus de l'angls 
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( de l'arc z), il faut concevoir que l'an- 
ge z devient z-^^dzySf. alors fm{z-'rdz)^ 
12. eft la différentielle de fin z. Or félon 
îquiaétédit (GfW. 28-i),fin {z-\-dz) = 
: cof dz ■+- fin dz toj z , en fuppofant le 
ayon = I . Mais le finus d'un arc infiniment 
ttirc/seft cet arc lui-même , & fon cofinus 
ï diffère point du rayon ; on a donc fin dz 
pàz ix. cofdz =■ 1 ; donc^în {z~i-dz) =^ 
wz-^dz cofz ; donc fin (z-\~dz) ~—Jin z , 
l {fin z) ^ dz cofz i c'eft-à-djre , qu'on 
mia différentielle du jhms d^un angle ou d'un 
dont h rayon e(l f unité y en multipliant la 
Jiff'ércntielle de Pangh , par le cofinus de ce 
piême an^le. 

1 3 . Pareillement la différentielle de cof-:^ 
ou cof {z-\- dz') — cof z = cofz cofdz — 
fin z (in dz — cofz , puifque ( Gêom. 285 ) 
cof { z -{^ dz) = cofz cofdz — fin zfin dz ; 
(Jonc , eu égard à ce que fin dz ^ dz , & 
cof dz= i , on àd ( cofz ) = cofz — dz {in z 
.— cofz = — dz fin z; c'eft-à-dïre , qu'on a 
ia différentielle du cofinus d'un angle dont le 
rayon ejî 1 , en multipliant la différentielle de 
f angle (p>'ife avec un figne contraire ) , par le 
finus de ce même angle, 

IAinfi , pour récapituler , on 2l d { fin z) ^=s 
z cofz fèi. d{ cofz ) = — dzfin z. 
.A l'aide de ces deui principes , on peut 
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différencier toute quantité compofée 
fmus & de cofinus , ôc cela en appliquant! 
les règles données précédemment. 

Ainfi , pour différencier cof'^z on aurai 
d{cofiz}^ — ^dzfin 3 z. De même t^ (ro/ms:)! 
( m étant un nombre confiant ) = — mdz 
fm mz\ Sx. d [fin mz.) = miz cofmz. Pareil-i 
lement d {fin zcoft)=^coft d (fin z)-^ fin 
à ( coft ) = dz. coft cofz — àtfm zfm t. Hé 
même d {fin z )™ = m (Jm z )"-' d {fin z ) = 
mdz cofz {finz)"'~'^, 

2 4- Si l'on avoir ■^ qui eft l'expreiTio 
de la tangente de l'angle z lorfque le rayoal 
eft I , (puirque {Géom. 278) on a cofz 

Jinzitangz), on auroit 1^ C^z)^^'^t(/nzïj 
(cofz)~^) = dz cofz {cqfz)~^ -1- dz {fin z) 

=jjTji, parce que {Géom. 381) {cofzY -+- 
ifmzy = I. 

Donc la différentielle de la tangente d^tirt 
angle dont le rayon efl \ ^ efl égale à la diffé- 
rentielle de t angle , divifée par le quarre du 
cofinus de ce même an^le. 

D'où l'on peut conclure auffi que la diffé- 
rentielle d'un angle, eft égale à la différen-, 
tielle de la tangente de cet angle , multi-i 
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fliée par le quarré de fon cofinus ; en effet , 

mifque d (^^) ou d{tangz) =^ 77^> 

onai^^ï= cofz y à {tangz ). 
j2 5'. Si l'on avoit au contraire ^' qui 

fl Ja cotangente de l'angle z , on aurait 
(^P =^ à {{cofz) (y;«a)-) = -dT: 
1 z {/m z)~^ — dz (cofz y [Jinz)~^ = — 

■■finx dzÇcofz)' — dzifim y — d^rctft)' 



F 
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donc ia différentielle de la cotan~ 



ente d'un angle , efl égale à la àifférentielle de 
'angle {prife négativement) divifée par le qiîarré 
'4u fînus de ce même angle. Nous verrons , par 
' , fuite, l'ufage de ces différenciations. 

Des DifférenùelUs logarithmiques. 

16. Rappellons-nous {/^rith. 216) que 
les logarithmes font une fuite de nombres 
en progreffion Arithmétique quelconque , 
qui répondent , terme à terme , à une fuite 
de nombres en progreffion Géométrique 
Ijuelconque. 

Cela pofé , foicnt ^ & y deux termes 
confécutifs d'une progreffion géométrique , 
dont r foit la raifon , & ^i , ^i' , les deux pre- 
«licrs termes. Soient pareillement * & a' 
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m rons > 
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deux termes confécutifs d'une progrefïîon' I 
arithmétique, dont é & i' foient les deux ] 
premiers termes. Suppofons de plus que | 
X & a' font à môme place dans la progref- 
fion arithmétique , que y àc y' dans la pro- 
greffion géométrique ; auquel cas a: & x^ I 
font les logarithmes dejy &y. j 

Par la nature de la progreilion gëomé- J 
trique { Arh/i. 211) on zy'=^yy3 Sx.a'=^raiA 
fubftituant dans la première équation , la va-ll 
leur de r tirée de la féconde , on ajf' = l 
— ,ou — =— . Suppofons maintenant qua J 
la différence dey àjyeft 3, ou quey'^y-hz; J 
nous aurons '- — - ou iH-— = — , & par confé- 
quent— = -^ 1=:".^ , ou — = «' — û^ 

D'un autre côté , la nature de la progref- 
Con arithmétique {/irith. 20^), donne a-'~:c 

Pour avoir maintenant la relation de ces 
deux progieflîons ,, fuppofons que la diffé- 
rence a' — a des deux premiers termes de la 
première, foit à la différence i' — ^ des deux: 
premiers termes de la féconde, comme Tu-- 
nité eft à un nombre quelconque m , c'eft-à- 
dire , que a' — a : h' — è :: 1 : m; nous au- 
rons m {a' — •a)=h' — b\ mettant donc dans 
dernière équation j pour a' — a & é' — b,^ 
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îes valeurs qu'on vient de trouver , on aura 
— =-x' — Xf nui exprime généralement la 
lelation d'une progreffion géométrique 

^fcuelconque, à la progrelHon arîthmdtique. 

^Kuelconque correfpoiidante. 

^E Imaginons que dans l'une & dans l'autre 

'• progrelfion , les termes confécutifs foient 
infiniment voifuis ; alors z qui marque la 
différence de j'' à j-, ferac^j, & x' — a; qui 
marque la différence as x' k x , fera dxi 

d'où l'équation fe changera en = dx^ 

A l'égard de m qui marque le rapport de la 
différence des deux premiers termes de la 
progreflion arithmétique , à la différence 
des deux premiers termes de la progreffion 
géométrique , il n'en fera pas moins un 
nombre fini, quoique ces deux différences 
foient alors infiniment petites, parce que 
l'on conçoit aifément , que deux quantités 
infiniment petites peuvent fe contenir l'une 

f l'autre , autant de fois que deux quantités 

fies. 
L'équation "^^-^ ^= dx nous apprend donc 
que la différentielle dx du logarithme d'un 
nombre marqué par j , eft égale à la différen- 
tielle dy de ce nombre , diviiee par ce même 
nombre y , Ôc multipliée par le premier ter-. 
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me a de la progrelïion géométrique fonda- j 
mentale , & par le nombre m qui marque la 1 
rapport de la différence des deux premiers ( 
termes de la progrelTîon arithmétique , à la 
différence des deux premiers termes de la 
progrelTion géométrique. Comme ce nom- ' 
bre m fixe, en quelque forte, le rapport deg J 
deux progreffions , on l'appelle le module. i 
On voit donc que félon la valeur que rori; j 
fuppofera à m & au premier terme a de laf 
progreflion géométrique , un même nombre y I 
peut avoir différents logarithmes. Mais ] 
entre tous ces différents fyftêmes de loga- 
rithmes , celui qui eft le plus commode dans I 
les calculs algébriques, eft celui oià le pre- ' 
mier terme de la progrelïion géométrique 
eft I J & où le module eft i. Alors l'équation 
"î—? = àx qui renferme tous les différents 
fyftêmes de logarithmes, devient— =rf*. 

a 7- Donc, dans le fyflême de logarith- 
mes , en ufage dans le calcul algébrique , /* 
différemielle dx du logarithme x d'un nombre 
quelconque y ,efi égale â la différemielle dy de ce 
nombre y divifée par ce même nombre y. Ç'eft-là 
le principe d'après lequel on peut trouver 
facilement la différentielle du logarithme de 
toute quantité algébrique ; mais avant d'en 
faire ufage, nous obferverons i°. que les lo- 
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rîthmes dont il s'agit ici , ne font point 

^eux des tables i mais on peut facilement 

pafTer des uns aux autres > comme nous le 

Terrons par la fuite. 

R2°. Que puifque le premier terme b de \d. 
rogrellion arithmétique, ne fe trouve point 
ans l'équation ^^ =: dx j cette équation 
ainG que l'équation particulière ~ =dx que 
nous venons d'en déduire, ont toujours lieu 
quel que foit ce premier terme h, c'efl à dire, 
le logarithme du premier terme a de la pro- 
greflion géométrique. Donc nous fommes 
les maîtres de fuppofer pour plus de Iimpli- 
cité , que le logarithme du premier terme de 
la progrefïion arithmétique eft zéro : & 
comme nous avons fuppofé que la progref- 
ïion géométrique à laquelle nous nous arrê- 
tons , a pour premier terme i'unité , nous 
prendrons donc zéro pour logarithme de 
l'unité ; mais il faut bien remarquer qu'on 
en eflabfolument maître. 

En prenant ainfi l'unité pour premier ter- 
me dî la progreflîon géométrique , 6c zéro 
pour premier terme de la progreffion arith- 
métique , ou pour le logarithme de l'unité , 
les règles que nous avons données [Aritk. 
0,21 ^fuiv.) pour l'ufage des logarithmes, 
s'appliquexont également ici i ainfi j en fe les 
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rappellant & les g^nëralifant } on verra qu 
au lieu de / (a è ) on peut prendre la-^lb , /l 
marquant /a^aj-if^wf. Demême/-^ = Ai — ih\ 
Pareillement la"'-=mla ; enfin ly/'a'" 
lai =- la. 

Cela pofé, appliquant le principe que noua 
venons d'établir concernant la dilïéientiellq 
du logarithme d'un nombre , on trouvera 

nnr ^^ — T^x ' ^" railant attention 

que la différentielle de la confiante la, elï 
zéro. 

Pareillement, dl \ ^ d {Il — tx) = 
— j;di{x-) = d(2lx)=~;dl{xy^ 
= d{lx+ly)=.'-i+il-d{l^)-. 
d(lx-lj) = ^-^ — il; dlQ^^=d{I{a-^Â 
— /(a— ï) = ii.-+.-ii.; d{l(aa^xx\ 

iiûa-\~xx) zxdx , ,,^ ; 

„.,.. = „^. ; dlVai^x x = 



^=vz 



;)^.TP^=- 
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commodément , d/^aa-^-xx-- 

'".-^/(a-^èxy=ci{m/x-hpiia'^-i>x'')) 
~ "^ - ^ -7 ;. * . Ces exemples fuffifent 
ipour faire voir comment on doit différen- 
cier toutes les autres quantités iogarîih- 
miques. 

Des Différemielles des quantités exponenûeiles. 

iB. On rerconire ercore guelquefuîî des quaniîiés de cette 

forme ,' ,^ ; c'ed-à-dîre , des quantifias dont l'expofant eft 
variable. On its appelle des quaniiiés ExponeuiielUi. 

Pour fâvoir comment on doit IeidifFL'rencîer,po(bnsj(=«î 
alors , en prenant les logarithmes Ae chaque membre > noua 

aurons tx =iz , & par conftguent d l (x ) = — ; donc 

dz=zdl (^x" ^, ou (en mettant pour 2 & dz, leuts Ta- 

ïems)d{x') = ^ dlÇx''); c'eft-à-dire, qwe /j diféren- 
Helle d'une qaantûé exfoneniietle ^ft trouve en multipliant cette 
juantné cxfonemhllc , far ta différentielle de /an logariihme. 

Ainfid(/)=*'<f (/*'') = *''<( C7'*J = *^f^A -•-"). 
Pareillement if(/ H- /) = i(/)-t-iC/) = d'j (/«■*) 
+/'d(l/')=a''d(xla) + /d(gly) = a'dxU^ 
y' (.dxly -h' — Y De même i ( aa + xx)' =: 

^aa'{-xxi'dl(_aa-i-xx)' = (,aa + xiifd(.xl{aa-h'ix)= 

Xia fait afTez fouvcnt ufage > dans le c&lcul , de la quantité eZi 

c 
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ponenrïeUee ■ r étint U nombre dont le logarithme 
£âere»[ielledece<(e ^uaniité,e(l, félon ce ijui vient d'cirecB , 



1 



feigne, c d(_lc ),cequire' 
donc puifque t c cft fuppofé = 



c d{xle) = c .dxtc 
a a fîmplemcnt d f c ) = 



dx e , C'eft à-dire , que cetie exponentielle paru cuii< 
pour diffire miellé , cette exponentielle mctne , multiplie 
par la différentielle de Ion expo&ni. Nous la leirouveron;^ 
la fuite. 

Applications des Règles précédente^ 

3 9 . Pour faire connoître , par quelqi 
exemples , l'ufage des règles que nous ve 
nons de donner, & leur avantage fur l'Algebn 
ordinaire, nous allons les appliquer aux ob- 
jets que nous connoiffons ; c'eft-à-dîre, à" 
des queftions de Géométrie ôc de Calcul. 

Application aux Soutangentes , Tan* 

gentes , Sounormales , &c. des I 

Lignes courbes. J 

3 O. Pour mener une tangente à une 1h 
gne courbe quelconque^ A/ (%. i.)i on fft! 
repréfente cette ligne courbe , comme uni 
poligone d'une infinité de côtés infinimenÇI 
petits : le prolongement AfTde l'un Mm àé 
ces côtés , eft la tangente , que Ton déferai 
mine pour chaque point A/, en calculant lâ^ 
valeur de la foutangente PT, ou de l«i 
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irtia delà ligne fur laquelle fe comptent les 
ifcifl'es, comprife entre l'ordonnde PM 6c 
rencontre T de cette tangente. Voici 
:omment on détermine cette foutangente. 
Par les deux extrémite's M & m du côt^ 
finiment petit Mm , on imagine les deux 
irdonnées MF , tnp ^ & parle point A^, la 
îgne Mr parallèle à. A P axe des abfcifTes. 
Le triangle infiniment petit AIrm eft alors 
fembiable au triangle fini TPMy & donne 
cette proportion rm : rM: : P M : PT. Or 
fi l'on non-ime ^P , x ; PM,y ; il eft évident 
que Pp ou Ton égal rM fera dx , èi. que rm 
fera dy ; on aura donc dy : dx::y: P T==-T^t 
C'efl-là h formule générale pour détermi- 
ner la foutangente de quelque courbe que 
ce foit , foit que les ^ & les x foîent per- 
pendiculaires entr'elles , foit qu'elles ne le 
ifoient pas , pourvu que les y foîent toujours 
parallèles entr'elles. Voyons maintenant 
comment on applique cette formule ^ à 
.chaque courbe dont on a l'équation. 

Suppofons que la nature de la courbe 
quelconque j4M , foit exprimée par une 
équation telle qu'on voudra, où entrent x^y 
& des quantités confiantes. Si l'on diiféren- 
rcie cette équation , il n'y aura jamais quç 
I3èux fortes de termes , les uns multipliés 
Cij 
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par ^*, les autres multipliés pardy. Il p 
donc facile , par les règles ordinaires 
l'Algèbre j de tirer de cette équation di: 
lentielle , la valeur de j- , laquelle ne o 
tiendra que des x, des^, & des confiantes : ( 
Hîtuant cette valeur dans la formule ■'-^ 
y >^ T~ 1 orf aura la valeur de la foutangenl 
en X f y &c en confiantes ; enfin mett 
pour^ fa valeur exprimée en .v, que 1 
tirera de l'équation de la courbe même , 
aura la foutangente exprimée fimplem 
en a: & en confiances ; ainïï pour détcrr 
ner la foutangente pour quelque point 
que ce foit , il ne s'agira plus que de met 
dans ce dernier réfultat, au lieu de ar , 
valeur de l'abfcifîe j4 P qui répond à 
point M. 

Suppofons, par exemple, que la couï 
dont il s'agit , eft une ellipfe dont l'équatî 
(Jlg- 2f)^)eÛyy^—{ax—xx). Jedh 
rencie cette équation , ce qui me don 
zydy=~ {adx^2xàx)0U2.3aydy = abi 
— aWwiJx; j'en tire la valeur de 7^ , en di 
fant d'abord par dy , puis par le multiplii 
teur de rfj:, & iair^=— 7T"-^Tr- ï ^"bj 
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V 3 ydx ; . yà» taay^ 

liant dans -r- , 1 aurai -i— =— n rr- ; 

df ' ' dj a b b — ibbx ' 

enfin mettant pour^', fa valeur^ { ax — xx ) 
que donne l'équation de la courbe, & ré- 

uiiant , lai -;— ou F i= =-, : 

valeur qui eft précifément la même que celle 
que nous avons trouvée {^ig. 301), mais 
que l'on trouve ici , d'une manière bien plus 
expéditive. Remarquons en paflant, com- 
bien ce réfulcat juflifie ce que nous avons 
dit ( j ) touchant les quantités que l'on re- 
jecte dans le calcul ; car en employant ici le 
calcul différentiel , dont les règles , dans cet 
exemple, fuppDfent ïomidion des quantités 
înfiLiiment petites du fécond ordre , vis-à-vis 
de celles du premier, nous arrivons au même 
léfuitat que dans l'application de l'Algèbre à 
la Géométrie, où nous avions déterminé 
cette foutangente de la maniera la plus di- 
reâe & la plus rigoureufe. On voit donc 
qu'en rejertant ainfi les quantités que nous 
avons prefcrit de rejetter , on ne fait qu'im- 
primer au calcul , le caractère qu'il doit 
avoir pour exprimer l'état de la queftion. 



On 1 



y pr 



ndra d'une manière îembbble 



pour déterminer les tangentes , les founor-r 
maies , les normales , ôcc. 

Suppofons , pour plus de fimplicité , que 
G iij ■ 



^S C « u 

les X 6c les ^ font perpendiculaires cni 
elles ; pour avoir la tangente , on compati 
de nouveau le triangle Mmry au ttian] 
TPM, & l'on aura rffi:jWm::PA/ :T 
ot à caufe du triangle redangle Mrm, 

à Mm=y rM 
donc dy : ^ dx' 



rm=V dx'-\-dy, 
:y : TM; dtf 




férenciant l'équatJon de la courbe , on 
tirera la valeur de— , dont on fubftituej 
le quarré dans cette exprellion de la taq 
gente , après quoi , mettant pour^ fa valeU 
en ;c & en confiantes, tirée de l'équation c 
la courbe , on aura la tangente expïlr 
en X & en confiantes. On peut en faire l'an 
plication à l'équation à fellipfe; on : 
trouvera la même valeur que nous avo 
donnée {J/g. 303 ), 

Si l'on veut avoir la founormale, on iml 
ginerala ligne MQ perpendiculaire à la taif 
gente TM , 6c l'on remarquera que les triatt 
gles Mrm, MPPf qui ont les côtés per-^ 
pendiculaires l'un a l'autre , font fembltff 
oies; on alxra donc Mr :rm : : PM: PQ^ 
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We^-k-àire , dx : dy : :y : PQ=^-^, Donc, 
près avoir difftïrencié l'équwion de la cour- 
on en tirera la valeur de-^ , que l'on 
ïibftituera à^ns~ , & achevant comme 
l-delTuSj on' aura la valeur de la founormale, 

Jf & en confiantes. 
f Par exemple , pour rellipfe , l'équation yy 
'■{ax — xx) étant différenciée , nous 
Onne 2ydy=^^(^adx — 2xcix) -, ^^^^dî 

; par conféqucnt la founormale 

yAl^tï^îlll^'I, U^-x), la même 

chofe que l'on a trouvée ( yf/^. 500). 

Si l'on vouloir la normale MQ_, on la 
trouveroit en comparant de nouveau le 
triangle MrmiZu triangle AiPQ. 

Prenons pour fécond exemple delà for- 
mule des foiitangentes , & de celle des fou- 
aormales , l'équation à la parabole , qui 
i^lg- 5î(î) e^yy=^px. En différenciant, 
Bous aurons 2ydy=pdx ^ donCj- = — > ÔC 
^=f^ : donc la foutangente^=^ = 

-=ix ; ôc la founormale ^^^=-^ >. 
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ce qui s'accorde parfaitement avec ce qi 
nous avons trouvé ( jilg. 363 & 36^ ). 

Pour troifieme exemple, nous prendre! 
l'équation y ""•""=« "^ x" qui exprime géni 
ralement les paraboles de tous les genrei 

On eft convenu d appeller parabole , toui 
courbe dont l'équation telle que y'"' 
a"" jf" n'a que deux termes , mais oîi ii 
expofants de x àny dans différents membre; 
fonr de même figne. 

En différenciant cette équation , 
aurons m-^ny "'~^"~' dy :=na'"x''~^ d x 
^pnc*^*^ m+ny'"+'-' j doHC la foutangcnt 

■2^'fera -^^■'''"'^" » ou ( en mettant poi 
dy ««"«"-' ^^ -— — „'^„ 

■y *"-*-" fa valeurs " x" ),--^=^^— ^ 

—^ X î d'où l'on voit que la foutangente 
dans ces courbes , eft égale à autant de foi 
Fabfciffe x , qu'il y a d'unités dans l'expi 
fant de y divifé par l'expofant de jv , ce qi 
a lieu, comme nous le favîons déjà, dani 
la parabole ordinaire , où la foutangeni 
eft 2X , &c où l'expofanc de y divifé par l'ex 
pofant de a' eft en effet ^^ 2. 

Prenons maintenant , pour exemple , un 
courbe dont la nature foit exprimée par ui 
équatioa entre les différentielles des cooi- 
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ïdonnées. Suppofoiis , par exemple, que la 

^courbe BAI ( I ig. 4. ) foie telle , que les abf- 

œCÎlTes y4P , /ip , Ôcc. érant prifes en progref- 

Piion arithmétique, les ordonndes correfpon- 

^antes P Aî^pm, &c, foient en progreflîon 

géométrique : cette courbe qu'on appelle 

^garir/mùqije , parce que les ordonnées rc- 

péfentant fucceiTivementtous les nombres 

•caginables, les abfcifles repréfentent leurs 

earithmcs , cette courbe , dïs-je , aura 

pur équation = ax , puilque nous 

rons vu {26) que cette équation expti- 
loit la relation des nombres à leurs loga- 
rithmes. On aura donc— =; — , & par con- 

dy y ' t 

féquent la foutangente^deviendra^-^ ou 
«m; c'eft-à-dire , que pour chaque point 
d'une même logarithmique , la foutangente 
PT t^ toujours la même, & égale à au- 
tant de fois la première ordonnée ^B, 
ou a, qu'il y a d'unités dans le module m. 
3 I. Loifque l'équation de la courbe eft 
telle, que x croiffanc, j» diminue, comme 
dans la figure 2 , alors la ligne r Aï doit être 
exprimée par — dy ( 2 1 ) ; & la proportion 
r M-.Ym:: P M:PT qui fert à trouver la 
foutangente , devient — dy. dx: -.y : P T= 
■ g. ■ . - ■ i ainfi il n'y aura aucune difTérence 
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pour le calcul : le feul changement efî qu 
Ja tangente au lieu de tomber du côté d 
l'origine A des abfciffes , par rapport à l'oï 
donnée PA-i, tombera du côte oppofé; c'ei 
pourquoi on peut toujours prendre ~ 
pour la formule des foutangentes : fi les or 
données vont en décroiffant , la valeu 
de^ fe préfentera fous une forme ndgativ 
qui indiquera qu'il faut porter cette valeul 
du côté oppofé à l'origine des x. 

Par exemple, fi on prend l'équation at 
cercle , l'origine étant prife au centre , c'efl 
à-dire ( Alg. 28j ) l'équation jj=^^.îa — xx 
W eft évident que C? ou x ( Vig. 3 ) ctoin*artt 
^ ou FM diminue ; aulfi la foutangente ?' 
tombe-t-elle du côté de PAf oppofé à l'o 
rigine C des abfciffes ; & c'eft ce que le cal- 
cul dit aufli ; car fi l'on différencie, 
2ydy=: — -ixdx , & par conféquent ^^^—^ 
donc^=:I^=— '^'"'"''^ . valeur do] 
le figne — indique qu'elle doit être porté 
du côté oppofé à celui que l'on a fuppofé ei 
prenant ^~ pour formule de la foutangente 



Prenons encore pour exemple, l'équatii 
xy^aa qui eft à l'hyperbole entre fes afym] 
totes [ Alg, 347 ) : nous aurons xdy-\-ydx-- 



L 
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^^&: par conféquent ^ = — ; donc ^ = 
^■^^^^= — je; ce qui nous apprend que pour 
^H mener une tangente à l'hyperbole confidé- 
^B rée entre fes afymptotes , il faut prendre 
^H fui" rafymptote voifine du point AI en quef- 
H tien ( Fig. 7 ) & du côté de P AI oppoftS au 
H point ^ origine des «, la ligne t'T=A P, 

H *=x, 

H On voit avec quelle facilité toutes ces 
^L chofes fe déterminent par le calcul dîffe- 
^H rentiel. 

^H A l'imitation des paraboles de tous les 
^V genres , on appelle Hyperboles ^ rapportées à 
' Jeurs afyiîiptotes , toutes les courbes dont 
i'équarion telle que ^""^a"""^" .ï— " n'a que 
deux termes, mais où les expofants de^ôc 
de X dans différents membres , font de 
fignes contraires. On peu: encore prendre 
\ ces courbes pour exemple; nous le laif- 
\ fons à faire au Lefteur. On trouvera la fou- 
tangente = — ~ x; c'eft-à-dire , qu'elle 
tombe du côté oppofé à l'origine des x , & 
qu'elle eft égale a autant de fois l'abfcîne 
& qu'il y a d'unités dans fexpofant de^ divïfé 
I par l'expofant de «. 

^h En général, parce calcul , on détermine 
^Ê à la fois toutes les foutangentes , tangentes , 
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&c. de toutes les courbes d'une même â.-* 
mille : on appelle ainfi les courbes donr Té- 
quation eft formée de la même manière , ôc 
ni diflPere que par la grandeur des expalaurs ; 
c*eft ainfi qu'on appelle Cercles , en général , 
toutes les courbes dans lefquelles une puif- 
iance quelconque de Tordonnée , eft égale 
au produit de deux puifTances quelconques 
des deux diftances de cette ordonnée aux 
extrémités d'une ligne a , fur laquelle fe 
comptent les abfciffes. Leur équation eft 
j^"*^*=x"'( a — -v) * qui comprend le cercle 
proprement dît, lorfquc «1=11=1. Ué- 

quation y "^■=r-î^ .v"* ( a — x) " repréfente 

les ellipfes de tous les genres ; & y '''+"= 

J-x'" {a+x) " , ainfi quejf"^=f x'^(.r— ^)™ 

repréfente les hyperboles de tous les genres. 
On détermine la figure de ces courbes , par 
le moyen de leur équation, comme nous 
Tavons vu pour les fedlions coniques ( y^/^. 
28J ), mais en obfervant que y n*a qu'une 
valeur réelle, lorfque fon expofant eft im- 
pair , & deux lorfqu'il eft pair , voyez ( yî/g. 
172 ) ; ce qui fait qu'à une même abfciffe , 
il ne répond qu'une branche de courbe , 
dans le premier cas, & deux dans le fécond, 
mais qui tombent de différents côtés de cq 
même axe. 




I 
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5 2. Lorfqu'on fait déterminer les tan- 
gentes, normales, &c, on peut facilement 
réfoudre les deux queftïons fuivantes i ^ d'un 

. fowt dunné hon d'une courbe , mener une lan- 

r gente à cette courbe. 2°. D'un point donné par ~ 
tout où l'çn voudra dans le plan d'une ligne 

I tombe , mener une perpendiculaire à cette 

P tourbe. 

En effet, concevons (\\\cDM{Tig. 8) 

[ efl la tangente demandée. La valeur gé- 
nérale de PT ou^V- fera facile à trouver 
par le moyen de l'équation de la courbe. Si 
ion mené DB parallèle aux ordonnées PM ^ 
la ligne DE & fa diftance Bâ à l'origine A 
des abfcifies, font cenfées connues ,puifque 
ie point D eft fuppofé donné- Nommant 
AoncDB,h;/JB,g\AP,x-^ &PM,j',on 
aura BP=g'^x, S^TB=PT~BP = 
— * — *■ — ■ ^. Or les triangles fembla- 



bles TBD, TPM, donnent TB-.BD:: 
TPiPM; c'eft-à-dire,^'— ;e — ^: A: : 

ydx dx , "^ ydx hdx 

-3- : y ou : :-r : » ; donc "S x — g=7~. 

ày J iy ' à y ^ dj 

Mettant donc dans cette équation , la valeur 

de-^ tirée de l'équation de la courbe diffé- 

I lenciée, on aura une équation en a:, ^ & 

ft confiantes , dans laquelle mettant pour^y fa 
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valeur en -v & conftantes, tirëe de l'dqua- 
tion même de la courbe , on aura l'équation 
qui donnera la valeur de v, qui répond 
point AI où doit aboutir la tangente ; & s'il 
eft poffible de mener du point /-> plus d'une 
tangente , l'équation donnera Içs valeurs 
de X qui conviennent aux différents pointi 
où doivent aboutir ces tangentes. 

S'ii s'agit d'une perpendiculaire > alors 
imaginant que ce foJt DQ ( Fig. f ) ; P^ fera 
~ (30); or les triangles femblables DBQ_ 
ôlMPQ donnent DB : BQ: : P M : P 2, 
c'eft-à-direj (en employant les mêmes déno' 
minations que cl-deffus ) k: g-i- x-h 
y ='^°" = = » =5 ' donc^^=^-f-A:-+-^ 
équation dont on fera le même ufage que 
dans le cas précédent. 

Les deux folutions gue nous venons de donner , peuvent 
cire fimplifiées en faifanc paJTer l'axe dcsablciffesparlepoint 
àonnéD, & lelaiffant parallèle à fa première poficion ; c'eft* 
3-dice, en prenant D?f (Fig. 8) pour axe desabrciffes, ceguï 
n'exige auire chofe en faifânt KM = z, Se par conféquenc 
z=y — !i, ou j=z-t-6, que de fubftinier, tant dans l'équa- 
tion de la courbe , que ilans celle du problême , z-i-k au lieu 
Jey. On peutaufli prendre le point D pour origine des abfcifiTeï. 

Lorfque la courbea un centre, commelecercle, l'ellîpfe , 
&C, on peut toujours fuppoferque le point D eft fur undiame- 
ite , alors la folution devient beaucoup plus /împle. 
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r tangente de l'angle que la courbe fait en 
chaque point , avec l'ordonnée ; & — ex- 
prime celle de l'angle que la courbe fait 
avec l'axe des abfcifles. En effet , dans le 
triangle re£i:angle Mmr ( Y'tg. i ), on a {en 
fupporant le rayon des tables=i) rmx 
r AI : : i : lang r m M -y donc lang r m M=: 
—:=-. Donc fi l'on veut favoir en quel 
endroit une courbe, ou fa tangente, fait avec 
l'ordonnée, un angle donné, ou dont la tan- 
gente eft connue , ayant repréfenté cette 
tangente par m , on aura m = — j ainfi dé- 
terminant, par différenciation de l'équatiott 
de la courbe, la valeur de — *, & l'égalant à m , 
on aura une équation dans laquelle fublli- 
tuantpour^ fa valeur en x & confiantes ti- 
rée de l'équation de la courbe , on aura la 
valeur ou les valeurs de .v, qui répondent 
aux points où la courbe fait un pareil angle 
avec l'ordonnée 1 & ft la courbe ne fait nulle 
part avec l'ordonnée un angle égal à l'angle 
donné , on trouvera que la valeur ou les 
valeurs de .v feront imaginaires , ou bien l'é- 
quation indiquera une abfurdité manifefte. 
Pat exemple , dans l'hyperbole qui auroic 
our équation _)'j = 2 {ax-i-xx) on trou- 
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vei:2^=~£^ — , lequel étant ëgalé à ;»| 
donne — -^- ou — - — = m ; d'où l'on tiid 
^=mii-l-2m;e : nuis l'équation de la courba 
donne y ^l^r(7I+77) ; donc ma-^2 m x 
ï^t(aï-t-x« j ou, en quarrant, ra;î;(ïii-|-4rwmj» 
H-^wm a: .v= 2 a j; -4-2 .vx. Si 1 on demande^ 
maintenant, en quel endroit cette hyper- 
bole fait , avec l'ordonnée , un angle de -f f^jj 
comme la tangente de 4.j°e(ïegale aurayonJ 
on aura tn= i , ce qui réduit léquation àl 
a ii-+- ^ a x -¥■ 'i X X ^:= 2 a x~\-2xx ou 2;c:v-+-I 
2ax-^ aa=o , qui étant réfolue donne*! 

valeurs imaginaires, & qui font voir que l'hy- j 
perbole dont l'équation particulière eft^v=.j 
2{ax-hxx)f ne fait nulle part, avec l'or* j 
donnée , un angle de 45°. 

Quoique ce que nous venons de dire dans cette dernîere 
marque. Si dans la réfolution des deuxqueflions précéder 
lèmhle s'appliquer également aux courbes donc on auroit 
quarion ditférenciellc ; en y faifant atceniion , on verra cepen- 1 
dant que pour celles-ci , le calcul ne peut pas (âlisfàire 
ment comme pour celles dont on a l'équalion en terme 
En eft'et, lotfque l'équation qui réfout laquefiion, renferme I 

de la valeur de-— , 

''■^- , m 

puilque par Jfl I 

iferiiie dx Se dy. Et quand même e!" 

on ne feroît pas sûr que cette valeur di 

.il faiidroit, pour cela, mettrecectevaleufl 

dant l'équation de la courbe , te en déduire pour y une 1 

valeur 



encore x Scya^te%h fubfii 

lion de la courbe ne peut fervir â chailer 
fuppofiiJQn elle 
tenfermetoit que 
lirfit àlr - -"■- 



valeuf réelle; or on ne peut en aucune manicrei tirer de ceiie 
équation la valeur iey. 

La feule manière de réfoudre ces guedions, en pareil cas, 
eô (en fuppofanila courbe déjà conflruiiet ) de conflniire 
aufli i'éqtiaiton que l'on a eue en exprimani les conditions de 
la 9'.iellion, ce qui donne une féconde ligne Jonc l'inter- 
fèSian , ouïes intetreflions avec la première, donnent U 
fôlution ou les tblutions demandée;. 

34. On peut encore, par les mémei principes , déterminée 
les arymptoies reâilignes des lignes courbej. 

En etfei une courbe a une ^fymptoie reftilignei lorfiju 'ayant 
quelque br.inche gui s'étend àTinfinî, laiangeme al'exirèmiié 
de cetie branche, rencontre l'axe desabrciliés ou celui des or- 
données, à une diftance finie de roriginc. AinS i, Fig. 6 ) R 

de la fouiangente PT ou --on retranche rabfcifle^Pou*» 

on aura'^^^- * pour la valeur de AT au de la diOance de 



l'origine A jufqu'à la rencontre de la tangente : il n'y aura 

donc, après avoir calculé la valeur de '^^ *, qu'à égaler 

cetie valeur aune quantité finie j; par le moyen de cette équa- 
tion , on chaiïera y pour avoir une équation en x & / , oti 
bien on cliaffera « pour avoir une équation en y 6c i. Alors 
fuppofani > ou X ini.nie , s'il en réfulie une ou pluCeurs va- 
leurs finies pourJiCB feront les dîftances ^C où doivent paflTer 
les afymptoies de la courbe. Mais comme une feule difîance 
n'en détermine pas la pofîiion, on imaginera, par l'origine ^, 
la ligne .4iï parallèle aux ordonnées, & on remarquera que le» ■ 
triangles fembUbles TPM, TAK, donnent TP : PM •■ '-TA : 

AK i c'efl-à-dire,^ :y : ■?-^- .■.AK=y -i^.On cal- 

dy ày ^^ dx 

calera donc, de même, la valeur de j— , & l'ayant fop- 

pofée égale à une quantité finie (, par le moyen de cette équa- 
t ion & de celle de la courbe, on éliminera * ou 7 ; & fuppoCant 
y ou X infinie, la valeur ou les valeurs de i qui en téfultetont, 
donneront les diftances AR où pafle l'arympioie. 

Pat exemple, il l'équation delà courbe CIoiijri=x' (a+x), 
. onauroit jj* dy:=ixix ( a-i- x ) -i- »'d*=îfl*di; -H jx' ifa^J 






t pour ; 



r» valeur) 
fupporantdi 
de 3» ) on aura / ^ — . On irouvera de même 3 — —: 



infime, (c'eft-â-dire, négi géant: -- 



ÎU 



pour y a valeur , fe réduit : 



îy 



, qui, en met 



<3ûnc 



infinie 



l^)y(^a+x)'x 



'^ t i fuppofii 



I aura i:^ia. 
it de ( éianc finie , on troiivoit cflle de ( infii 
ce feroil une preuve que l'afymptDte cft parallèle ioxy, Ei 
feroit , au contraire , parallèle aux x , di étant infinie , 
finie, ou léro ou infinimeni petite. 

if. Dans tout >:e qui précède, nous avons fuppote que li 
oraonnées étoient parallèles , & qu'elles éioiepi comptées di 
puis U ligne même fur laqueJte fe comptent les abfciffes. M; 
j1 arrive afiez fouvent que l'on fait partir les ordonnées d'i 
point fixe ; quelquefois on prend pour abfcifles les arcs d'it 
ligne courbe, 8t pour ordonnées des lignes droites ou i 
lignes courbes, IVJais en général , à quelques lignesque (ôiei 
lapporiés les points de la coutbe principale , on a toujoi 
avoir une équation qui exprime la 
t ordonnées. Lorfqu'ôn veut en f 
es tangentes, ou d'autres lignes, il 
s que l'on employen pour détei 
enferment d'autres difFérencielles 
s qui entrent dans l'équation de la courbci 
Nous allons en donner quelques exemples. 

î6. Suppofbns d'abord que AM(_ F/g. 9 ) étmt une c 
connue dont on fiit mener les tangentes, BSIbîtunet 
qui ait pour abfcifTes les arcs j^Mde la première, & pou 
tirdonnées les lignes M S parallèles à une ligne donnée : ' 
tjiionde^Mà M5 étant exprimée par une équation 
conque, on demande comment on meneroit une targenn 
en un point donné S de la courbe BS. 

On imaginera, comme ci-devant, l'arcïnfiniment petit Si 
^cnt le prolongement 5 Q , ou la tangente, rencontre engÛ 



1 peut toujours 
l.ition des abCcilTes an 
iil^ige pour déterminer 
fiirc enforte que les iignf 
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langenie MT -^a point correfpond ant M de la courbe ÂM % 
& dyanimené la ligne 5i parallèle à AIT ou à Mm, le trian- 
gle iAx fera femblabie au iriangle QMS, enforte que l'on «ur^ 
Ji: Sk : : MS: MQ; or en nommant l'arc ,*AI,ii& l'ordonnée 
MS,ji; onaMin=Sk=dx, & J k=fm-SM=dy ; donc dy:d)r-. : 

y : MQj=- — ; prenant donc tïir la tangente AîTIa partie Mg, 

égale à la valeur de- déterminée parla différenciation de 

dy 
l'équation de la courbe, on aura le point Q, par lequel & pat 
le point S , menant QS, elle fera la tangente demandée. 

Suppolbns , par exemple , que la courbe BS foii conftruîto 
en prenant toujurs l'ordonnée MS égale à une partie dé ter- 
minée de l'arc AM; c'eft-à-dire, que MS foil toujourf à ,JM 
dans le rapport dr;nné de a à i, on aura doncji ;* ."ja : i , 
en forte que l'équation de la courbe (êra bt:=x3X. Diffîtenciant, 

on a hdy^adx , Se par eonlèauent -- =~ ; dotic*^-;— ou M » 

. by . . by ^y •* ^y . 

iera — ior par léquaiion, ona — =jc; donc MQ=x. Ainlî dant 

toutes le? courbes dont 1m crdonnées parallèles feront toujours 
en même rapport avec les aljfcilTcs correlpondantei, droites 
ou courbes, la (ôuiangenieA;£ fera toujours égale àrabfciffe 
cortefpondante A M, 

j7. Lorfqtie la courbe AM fur laquelle on prend les abP 
cifles, eflun cercle ; l'ordonnée M S étant toujours i l'arc AM 
dansun rapport confiant , la «jutbe BS efl ce qu'on appelle 
Une cîcloïJe, C'eft la ci cloïd "ordinaire ( ou celle que trace le 
point dune circonférence de cercle roulant fut un plan), 
lorfqu'on prend toujours l'ordonnée MSi^jIM. Si l'oa 
prend MS plus gland que AM , mais toujours en même rap- 
port enir'eux, on a la cîclo'ide allongée; au contre, on a 
la cicloïde acCDutcie en prenant M S plus petit que A M. 

jS. Si l'équation de la courbe à laquelle il s'agit de menée 
une tangente, au lieu d'exprimer le rapport de AM à MS , 
flxprimoii celui de AM à PS; c'efl-à-dire, fi les arcs A M. 
itoient les abfciiTes x, & que les ordonnées PMS, y, fe 
Coraptafîent depuis une ligne droite déterminée .4P ; alors en 
menant 5» parallèle à /;P, ondétermineroitlafoutangentePi 
fur la ligne AV, en celte manière. 

Comme la courbe 4M eft fuppotëe connue , on eft cenfè 



connoitre (à roulangenic & fa tangente en chaque point ; aînfi 
nommant PT,i,ScTM,i,oii aura, en menant Air parallelo 
à APt &corapa[3nt leï triangles TPM & Mrm , TP zTM: r 

Ur:Mm; c'eil - à - dire , s : t :: Mr : dx i donc Mr =-JÎ. 

= 5u, (en menant Su parallèle à AP ). Comparant donc les 
lnangleilcmbUb!esSH/&iIS,onauraM/:5« ; :PS:p/; 

or PS étant afluellement y , uf eft dy ; donc dy :— — : : 

^:PI= — - — . Aicfi, différenciant l'équation de !a courbe, 

en aura la valeur de — , qui étant fubftituée dans-^^ — don- 

dj idy 

ncra la valeur de P 1 > débartaffée de différences. 

j 9. Quelquefois on ne donne pas l'équation de la courbe, 
par la relation des abreiffes aux ordonnées , mais par celle que 
chaque ordonnée de cette courbe , eft (iippoïèe avoir avec les 
ordonnées cotrelpondaniesdequelquesautres courbes connues. 
Pour mener les tangentes , dans ce cas , voici comment on s'y 
prendra. Supporonj,pai exemple, que la courbe B.MS 'Fig. 10), 
léliihe des deux courbes connues y.L & CN , au moyen d'une 
équation entre les ordonnées correfpondanies Pi,, PAJ, Pitf, 
que nous nommerons refpefliTemcnc x, y, x. Puifque les 
courlies ^L & CN Tort fuppotïes connues , leurs fouiangen- 
les PS &■ PR font fuppofces connues; nommons donc PS, t , 
&PRi j'i & imaginons rordoi;née infiniment procheynra/, 
& les lignes Lu, 'Me, tio parallèles à AP. Les triangles Tem- 
blablesLPS, iuL donnent PjSPL::Ltt: ul , c'eft-à-dite, 

t:*'.iLu:dx; donc L« = = Mr. Or les triangles fem- 

blables 7^, Mrtn, donnent rm-Mn: PM : Pr , c'efi-à- 

dirc, dy : : : v: Pï"; donc Pr= — 7— ; doncfiTéqua- 

* X dy ^ 

tion de !a courbe ne renfermoit que x Se y , on autoit, en 

dx 
diiftrenciant cette équation, la valeur de — , laquelle étant 

fubfttituée dans- — r- > donneroitla valeur de PT, débaraffée 

xdy 
de différences; mais comme cette équation renferme x , y & z, 
fa djfférencielle renfermera dx , dj Uàz\ il faut donc avoir 
la valeur de dz exprimée en dx ou ày. Or les triangles IcmblaT 



k. 
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JonSi NPR, donnent Ne: un ou Ih : : NP;PK;c>fi- 
, C en faifânt aitenijon que PM augmentant , PN dimi- 
tn forte que la différence NO ou dzeCl nég»iive) -ii : 

■- ; t'\ donc dz^^ ; — ; aînJî ,en raeitant , iJati) 

réquation différenciée de la courbe, la quantité aa 

lieu de dr, on aura aifément la valeut de — , aud'onlubHi-» 

lydx ^y 

luera dans la formule — - — de la Toucangenie. 

Pour donner un exemple , fuppofuns que Al. & CWciant 
deux courbes connues quelconques , on prenne toujours l'cr- 
ilonnée pM moyenne proportionnelle entre PL & l'N; alors 
onaaTix : y : :j : Z : ou xe=ji- , pour i'éguacii.n de la cou r- 
Be HW. Différenciant, H vient xdx-hx.Jx=i_)rdy , lïibftituiot 

tzdx tzdx 
pour is (à valeur générale — — p- , on a ; 1- zdx^ 

t-yày , d'où l'on tire — = — -; — ; donc PT ou 

tfix !(/>'■ « > z\s -i 

devient -— , ou en metlani pour y' là valeur xz, 

xày xx(t'-s) ^^y •' 

le réduiÉànt , PT = — ; . 

Il eftaifé de varier ces exemples, en prenant telle équation 
que l'un voudra, entre», y Se x. On peut, fi l'on veut, fup» 
pofer que Al St CN font des lignes droites ( Flg. 1 1 ). Dans ce 
cas , & en prenant toujours PM moyenns proportionnelle en- 
Ire PL & PN, h courbe BM eft une feftîo» conique. Savoir-j 
une parabole, quand le point C eft infiniment éloigné, ou que 
la ligne droÎK'CN eft parallèle à ÀC. Une ellïpfe, quand les 
deux jnfles H/iCSi HCA font aigus ; 3i particulièrement , un 
cerclequand ils font chacun de 4Î°. une hyperbole quandl'un 
de CCS deux angles eff obtus. 

40. Lorique les ordonnées partem d'un point fi\e, alor» 
on prend pour ablciffes les arcs d'une courbe connue , qui 1q 
plus fouvene eft un cercle; c'eftà-dire, que dans ce dernier 
cas, l'équation exprime la relation de l'ordonnée C.VI ( Fig, 
11), avec l'angle ACM que cette ligne fait avec une ligna 
fixe AC-, ou bien elle exprime la. relation de cette même or- 
donnée cM avec l'arc O S décrit d'un rayon déterminé. , 

Pour mener les tangentes , lorfqu'on a l'équation- entre 
l'ordonnée CM& l'angle ACia ou l'arc OS, on inMgine, 

D iij 
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que pourch«que point M , on élevé fur CM une perpendîe^. 
laire CTqui rencontre la tangenie TM en Tî alors imagina^ 
l'arc infiniment petit Mm i & menant l'ordonnée mC 
conçoit que du rayon CM, on ait décrit l'arc Mr que 
peut regarder comme une ligne droite perpendiculaire 
a Cm, Comme l'angle Mme diffère infiniment pfude i'ai 
gle TMC, les triangles Mrm & TCAf font fembUbles, t 
donnent rm; Mr: : CM: Cï ; c'eft-à-dire , ( en nommai 

CM, jr) dy: Mr : :> : Cr = -~^; nommant l'arc 

& fon rayon a, les feftcurs femblables CSi & CMr dotinen^ 



a:y::dx:Mr=- — 
celle de Cr, on a CT, c 



CS:CM:: Sr:Mr, c'efl 

mettant cette valeur de M 

la foutangente, = -, Or puifqu'on eft ruppofé avoir 1^ 

lelatien entre y & *, il fera facile, en différenciant l'équatio) 

qui exprime cqtte relation , d'avoir la valeur de -~ , laqui 

fubftituée dans la valeur de CT , donnera une nouvelle ei 
jireflîon de CT, délivrée de différences, 

Si l'on fuppofe , par exemple , que l'ordonnée CM( Fig. i } Jl 
foit toujours à l'arc cortefpondantOS , dans le rapport de ma ir, 
c'eft à-dire, que^:x : : ra : m , on aura n j-m x, àoacndy^ 
pidxt Se parcorlèquent --- — ■ ^""^ i"T- . _-_ v " 



dy > 



.11 = 



=1 — X — ,■ or, par l'équation, on a — =x ; donc CTa 

— . Donc fi du point Ccomrae centre, & do rayon CM,oi» 

décrit l'arc MQ, on auraCTégaleàl'arc MQ; en effet les fec- 
leurs femblablesCûS & CQ Aîdonnent C5 :0S: :CAÎ:AIQ, 

c'eft à-dire , aix : :jr: MQ^-^; donc CT = Mq. 

La courbe que nous venons de confidéret, e& h fpiraU 
d'Archimede. _ ^ 

41. Concevonï encore que oS (Fîg. 14) étantu 
connue , ou dont on fdit mener les tangentes , on conftruifej 
courbe BM, par cette condition, que cS ,x, & CAf>, ayesl 
entt'elles une relation déterminée & exprimée par une éqM 
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iSon êonnée. Si l'on conçoit l'^rc infiniment petit Mf , les 
Ordonnées CM, Cm, &leîarcsAJr, Sf décria du centre C 
&Jes rayons CM, CS,il eft clair que la différenciation de 
l'équaiion ne donnera que le rapport de d)i à dx cuàe rma/j, 
puifque y Se X font les (êules variables qui entrem dans cène 
.équation; or, pour déterminer la louiangente cf, il ÙMi avoir 
' rapport de rm à r M; voyons donc comment on peut dé- 

rminer rJlf en venu des conditions de la qutBuvn. 

Puifqueld courbe S eft connue; la foutangenicCQ tft doti- 
née pourchaque point S; or les triangle; femblablesQC5, 5^/ 
donnent C5: CQ-- : qf:qS ; donc nommant CQ,*,onauij 

)i: i:: dx : qS = — -, maislc» feûeutifcmblablesCS Q,CftTr 

* idx lydx 

donnent C5 : CM: -.Sq: Mr , ou *:> : : i Mrs 

il eft donc aifë . maintenant d'avoir la loutangente CT, en 
comparant les triangles femblables MrmSi TCM qui donnent 
lydx ty^dx 

n:rM::CM:CT, oud> : — :.-j:CI = ^4-r-. 

Pour appliquer ceci «Tupporons, que la courbe S.Ulbît cond- 
uite en pren;ii7t toujours S Af de même grandeur , ou égale à 
une ligne donnée a , quelque lôii d'ailleurs h. ligne O S. Nout 

aurons donc s -f- a ^y. Donc d x=dy & par conféquent — = i ; 

la fôuiangente C T devient donc CT= — j- qnn l'on confiroîta 
en cette manière. * 

Ayant métré la tangente SQ , on lui mènera, parlcpojnt ^f, 
la parallèle MX; puis tirant >, A', on mènera, parU point M, 
la ligne AJT parallèle à iA"; MT fera la tangente Jenjandee. 
En etfei, les triangles femblables CSÇ Se CMJf donnent CS: 

Cil'.:CM:CX,oMi:ii::y:CX^'l, Pareilleihent , les 

Bianglei fetnblables CSXii CMT, donnent CS : C,Y; : CM : CT^ 

ou x: ~ : : y 1 CT; doncCr= •^. 

On voit , par ces exemples , comment on doit fê conduire 
dani l'applicaiion de ces méibodei à d'autres cas. Rera.'fijuons , 

Ien (enninant cette m.itiere , que lorfque OS eft une li;ne 
droite, la courbe B M que l'on forme en prenant toujourr S M 
de même grandeur, eft ce qu'on appelle la CoHthiïdi dt 
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Application aux limites des Ligne^ 
courbes , ê en général , aux limite^ 
des quantités , & aux quefiions d^k 
znaxîmis & mînimis. -1 

42. Nous avons vu(35)que^ ex-,1 
prlmoit la tangente de l'angle que la courbe ,J 
ou fa tangente , fait , en chaque point , avecfl 
l'ordonnée ;& que— exprimoit celle de 1 
l'angle que la courbe ou fa tangente fait J 
avec l'axe des abfciffes. 1 

Donc , pour favoir en quel endroit la tan-, J 
genre d'une courbe devient parallèle auK.1 
ordonnées , il faut chercher en quel endroit-l 
Ja valeur de— devient zéro, ou ce qui re- 
vient au même, en quel endroit dx devient 
zéro ; & pour favoir en quel endroit la tan- 
gente de la courbe eft parallèle aux abfciffes , ' 
il faut chercher eu quel endroit ■£_ devient, 
zéro , ou ce qui revient au même , en quela 
endroit ày eft zéro. Car il eft évident que " 
dans ie premier cas , l'angle de la courbe 
avec les ordonnées eft nul ; & dans le fécond 1 
cas , l'angle de la courbe , avec les abfciffes /J 
eft nul. ■ 
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U fuit évidemment de-ià , que fi l'on veut 
lavoir C\ une courbe dont on a l'équation , a , 
dans quelque endroit, fa tangente parallèle 
aux ordonnées ou aux abfcilTes , il faut difFé- 
■ lencier cette équation , 6c en ayant tiré la 
valeur de —, fi l'on égale le numérateur de 
la valeur de j-, à zéro, on aura une équation, 
qui, conjointement avec l'équation niâme de 
]a courbe, donnera la valeur de ^ & celle de y 
qui déterminent en quel endroit la tangente 
eftparallele aux ordonnées; en forte que (i cela 
arrive en plufieurs endroits, on aura plufieurs 
valeurs pour x & plufieurs valeurs pour v. 

Au contraire , fi l'on égale le dénomina- 
teur à zéro , cette équation conjointement 
avec celle de la courbe, déterminera les 
valeurs de :c & de ^ , qui répondent aux en- 
droits ou la tangente de la courbe devient 
parallèle aux abfciffes. Il faut cependant 
obferver que quoique dx foit toujours zéro, 
quand la tangente eft parallèle aux ordon- 
nées, & que dy foit zéro quand la tangente 
eft parallèle aux abfcîiïes , on ne doit ce- 
pendant lorfqu'on a trouvé la valeur ou les 
valeurs de x réfultantes de la fuppofition 
d X =0 , ou dy =0 , en conclure que la tan- 
gente eft parallèle aux y ou aux x , qu'au- 
tant qu'on n'a pas en même-temps dx= o 
& dy^=^Q, 
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Pour éciaîrcîr ces règles , par un exemple 
familier, prenons la courbe qui a pour équa- 
tion yy-¥'XX='^ ax — 'Zaa-hz by — bb ^ 
qui, en fuppofant les x & lesj» perpendi- 
culaires entr'eiles , appartient au cercle* ' 
{^Ig. 392). 

Les lignes y^P ( F/g-. \';.)Çontx j & les 
lignes PM , PM' font les deux valeurs de y 
que la réfolution de cette tîquation donne 
pour chaque valeur de x. 

Si l'on différencie cette équation , on 
z\xi2. 2 y dy-^2xdx^^^adx-\-zb dy f d'où l'on 



Egalons d'abord le numérateur à zéro ; 
pour avoir les endroits où la tangente devient 
parallèle aux ordonnées. Nous aurons 2^ — 
2b^Q, Q\xy=b. Subftituant cette valeur 
dans l'équation de la courbe , il vient ib-^ 
xx=^ax — 2aa~^-2bb — bby ou xx — ^ax= — ■ 
aflû, qui étant réfolue donne x=\ a H- 
K-aa; c'eft à-dire; a-=2 a , Sa x=a\ cq 
qui nous apprend que la courbe, ou fa tan- 
gente , devient parallèle aux ordonnées , en 
deux points fî & fi' , qui ont chacun pour 
ordonnée la ligne b , & dont l'un R > a pour 
abfciffe la ligne JQ^a , & l'autre R'y a pour 
abfcifle la ligne ^Q'=2a. 

Egalons maintenant à zéro, le dénomi- 
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hateur de la valeur de t- jpourfavoir en quel 
endroit la courbe , ou fa tangente , devient 
parallèle auxabfcines : nous aurons ;a — a.v 
=o , ou x=\ a. Subflituant cette valeur dans 
l'équation delà courbe, nous auronsj'vH — aa 
= ~aa — 2aa~^2i)y — èbj oayy — 2by-+- 
èh=jaa; & tirant la racine q\ia.iïée,y — b 
=zt"r ^ ) donc^=é^37iJ; c'eft-à-dire , y=^ 
H-fii,&j=è — 7 j i ce qui nous apprend 
que la tangente devient parallèle aux abfcjf- 
fes , en deux endroits ou points T 6c T' qui 
ont pour abfciffe commune la ligne ^,S'=jiï, 
& dont l'un T'a pour ordonnée .S7''=i^-+-7 a, 
& l'autre T, a pour ordonnée la ligne ST=b 
—7 a. 

Les points Q & ^' font ce qu'on appelle 
les Imites des abfcilTes , parce qu'entre Q & 
Ç' , à chaque abfciffe /IF répondent des va- 
leurs réelles P M Sx. PM' pour y; au lieu 
qu'entre Ç & ^^ , & au - delà de Ç' par rap- 
port à yf , il n'y a aucun point de la courbe j 
en forte que fi on fuppofe x plus petit que 
A Qoua ^ ou bien plus grand que A Q' ou 
23 j on ne trouve aucune valeur réelle pour^. 
En effet, fi dans i'équatîon on met au lieu 
de X une quantité a — q, plus petite que a, ou 
une quantité plus grande que 2«3*oji telle que 
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aa-^q , on trouvera en rcfolvant réquatîon_ 
que les deux valeurs àe y font imaginaires. 

Pareillement , fi par le point A on conçoit 
ji L parallèle aux ordonnées, c'efl-à-direj 
l'axe des ordonnées ; & que par les points 
rôc T*, on mené les lignes TL,T'i/ parallèles 
aux abfciffes ; les lignes AL=ST^=b — 
àL A L'=ST^^b'^^ a , font les limites des 
ordonnées; car il eft évident qu'il ne peut y 
avoir d'ordonnée plus grande que AL' nr 
plus petite que ^ L , la tangente devant êtrtf 
parallèle aux abfciffes. Aufli , fi l'on met dan 
l'équation de la courbe, au lieu de y un^ 
quantité plus petite que b- — 7 a, qu'on" 
mette , par exemple , b — ~ a — q , on verra 
en réfolvant l'équation , que les valeurs de ar 
font imaginaires. La même chofe arrivera ft 
on met au lieu de^ , la quantité ^+4: a-^q ^ 
plus grande que b~^\ a. 

4 3 ■ L'ordonnée SV eft la plus grande de 
toutes celles qui aboutiiTent à la partie con- 
cave RT'R' de la circonférence. L'ordon- 
née ST eft la plus petite de toutes celles qui 
aboutiiTent à la partie convexe; & les or- 
données Q/J & CyR.' font, tout à la fois, les 
plus petites qui aboutiiTent à la partie con 
cave 5 & les plus grandes qui aboutifl"ent à \ 
partie convexe. 

44* Ainii , la même médiode fert en 
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même temps, i". à déterminer les limites 
des abfciircs & des ordonnées; 2". à déter- 
miner dans quels cas la tangente devient 
parallèle aux abfcilTeS) ou aux ordonnées; 
5°. enfin, à déterminer les p^gp grandes 6c 
les plus petites abfciffes ou ordonnées. 

4 5"- Or, de quelque manière qu'une 
quantité (bit exprimée algébriquement, on 
peut toujours regarder l'exprefllon algébri- 
que qui la repréfente , comme étant celle de 
l'ordonnée d'une ligne courbe. Par exemple, 
fi - '^ ''~' - eft l'exprellion d'une quantité 

que j'appelle^, auquel cas j ai^=: , je 

puis regarder cette équation , comme étanc 

celle d'une ligne courbe dont x feroit l'abf- 

cifTe , & 3» l'ordonnée. Alors fi la quantité 

' —' "" — peut , dans un certain cas , devenir 

plus grande ou plus petite que dans tout 

autre , ( ce qu'on appelle être fufceptible 

d'un maximum ou d'un minimum ) , il eft 

vifible qu'il faut fuivre exaftement la même 

méthode que ci-deffus ; c'eft-à-dire , difTé- 

rencier cette équation , & en ayant tiré la 

L valeur de 7^ , égaler à zéro le numérateur ou 

L le dénominateur de cette valeur 

■ 46* C'eft à cela que fe réduit la méthode 
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qu'on appelle de maximis & minimis ,quiei 
une des plus utiles de l'analyfe, & qui: 
pour objet de faire trouver, entre plufieurj 
quantités qui croifTent oudécroiflent fuivanl 
une même Iqij qu'elle eft la plus grande oi 
la plus petite, ou en général celle qui a cei 
taines propriétés dans le plus haut degré ïi 
l'égard de toutes fes femblables. Nous allom 
en donner quelques exemples j pris dans lî 
géométrie & dans le calcul; la méchaniqui 
nous en fournira par la fuite , qui feront toul 
à la fois & plus curieux & plus utiles 

47- Propofons-ntj,us d'abord de partager 
un nombre donné a en deux parties , telles 
que leur produit foit plus grand qu'en le 
partageant de toute autre manière. Nom- 
mons * , l'une de ces parties ; l'autre fera 
a — X, & le produit fera flx' — xx-^ fuppofons- 
le ^yi nous auronsy = ax — xx ; donc en 
différenciant 5 dy^adx^ixdx , Sx. par 
conféquent~:=— — ^; fi on égale le nu- 
mérateur à zéro , on aura i =o, ce qui eft 
abfurde; par conféquent s'il y a un maximum, 
ce n'eft qu'en égalant le dénominateur à zéro, 
qu'on le trouvera. Egalons donc le dénomi- 
nateur à zéro; nous aurons a — 2j: = 0j 
qui donne A- ^7 (ïj & nous apprend que de 
quelque manière qu'on partage un nombr) 
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!«n deux parties , le produit de ces deux par- 
ties fera le plus grand qu'il eft polfible , iorf- 
qu elles feront chacune la moitié de ce 
nombre. 

48- Lorfque, comme dans cet exem- 
\p\t , on a l'expreffion algébrique de la quan- 
tité , on peut fe difpenfer de l'égaler à une 
nouvelle variable^ ; il n'y a qu'à la différen- 
cier tout fimplement j & égaler à zéro le 
numérateur ou le dénominateur , lorfque 
cette différentielle eft une frai^ion. Ainfî 
dans ce in£me exemple je différencierois fira- 
plement ax — xx , & égalant à zéro la diffé- 
rentielle adx — 2xdx, j'aurois ndx — 2xdx 
= o , d'où je tire également x=^-^ a. 

49. Propofons-nous une queftion plus 
générale. Qu'il s'agiffe , par exemple, de 
partager un nombre connu a , en deux par- 
ties telles que le produit d'une puîffance dé- 
terminée de l'une des parties , par la même 
ou une autre puiffance de l'autre partie , foit 
le plus grand qu'il eft poffîble. Repréfentons 
par X la première partie, & par m la puif- 
fance à laquelle elle doit être élevée ; la 
féconde partie fera a — a-; repréfentons par» 
la puiffance à laquelle elle doit être élevée , 
alors le produit en queftion fera x"" { a — .v)". 
Différencions ce produit , & égalons la dif- 
férencielle à zéro, nous aurons mx"''\ 



l 



dx {a -v)" HA™, (o — Jt)""' dx = Q. "D'i- 

vifaiit tout par A-"""' dx{a — a)""', nous au- 
rons m (a — *) — nx = Qj ou ma^ — mx^ 
nx=o, qui donne x = -^^. Suppcfons 
par exemple , qu'il ait été queftion de parta- 
ger le nombre a en deux parties , telles que 
le quarré de l'une, multiplié par le cube de la 
féconde , ibit le plus grand qu'il eft poflibie ; 
alors »î=2, H = j. On a donc x= 
=j a ; c'eft-à-dire , que l'une des parties 
doit être les j du nombre ou de ia quantité 
propofée; & l'autre doit, par conféquent, 
en être les trois cinquièmes. 

Ce que nous avons dit ci-defius , à l'oc- 
cafion de la figure ij , fait voir qu'une 
quantité peut devenir la plus grande de tou- 
tes fes femblabies , en deux manières diffé- 
rentes : lorfque, comme PM' elle a été d'a- 
bord en croiflant pour diminuer enfuite ; ou 
îorfque , comme P"M" elle va en croiffant 
pour s'arrêterbrufquement en devenant Q^R'\ 
mais dans ce dernier cas , elle efl tout à la 
fois la plus grande de toutes les ordonnées 
qui aboutiffentàla partie convexe , & la plus 
petite de celles qui aboutiffent à la partie 
concave. Pareillement une quantité peut de- 
venir la plus petite de toutes fes femblabies. 
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en deux manières différentes : lorfque , com- 
me PAl elle va d'abord en diminuant pour 
augmenter enfuite;ou Iorfque>comme P"iW'^ 
elle va en diminuant pour s'arrêter brufque- 
ment , & alors elle cft tout à la fois un mi~ 
nimum Ôc un maximum ; elle eft un minimum 
à regard de ]a branche Al'VM"'^ & un 
.maximum à l'égard de la branche MTM", 

yo. Ainfi, pour dîftinguer fi une quan- 
tité efl un maximum , ou un minimum ou J'un 
& l'autre , il faut , en fuppofant que a mar- 
que la valeur de x , qui convient au maximum 
ou minimum , fubftituer dans la quantité pro- 
pofée au Heu de >: , fucceffivemenr dH-^, 
a, àc a — .^. Si les deux réfultats extrêmes 
font réels & plus petits que celui du milieu , 
la quantité eft un maximum ; fi , au contraire * 
les deux réfultats extrêmes font plus grand» 
que celui du milieu, la quantité eft un «li— 
nimum : enfin , fi des deux réfultats extrêmes 
Tun eft imaginaire & l'autre réel , la quan- 
tité eiltout à la fois un maximum & un »îj- 
nimum. 

5 I . Lorfque dans la détermination d'un 
maximum ou d'un minimum j la valeur qua 
i'on trouve pour la variable , rend celle du 
maximum ou du minimum négative , on doit 
conclure que le maximum ou le minimum 
qu'elle indique ^ n'appartiem point à la, 
E 
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queftioit aSuelle , mais qu'il appartient à i 
queftion où quelques-unes des conditions fe* 
roient contraires. Par exemple , fi l'on de-: 
mandoitde partager la ligne ^B [Fig, \6) ai» 
point C, de manière que le quarrd de la dït^r 
tance ACzvi point A, étant divîfé par ladi(3 
tance au point By donne le plus petit quotiea 
poffible i alors nommant a la ligne doa 
née AB , & ar la partie AC\ la partie i 
tante CB feroic a — x , & par conféquent I 
quotient feroit -£^; différencions donc cetl 
quantité, ou «'(a — *)"';. nous aurotH 
zxàx. [a — a:)-' •^x'^dx ( d— 5: )~*=o , 7 
- . ■ _ =o , 0U2axdx — X ax==o 
ou(2(î — x)x=^o, qui donne ou x^o,ou2a-^. 
:if = o;ia i^e valeur indique un minimum^ 
mais qui eft évident fans le calcul. Quaoi 
à la féconde qui donne a; = 2*1, fi on fubf-« 
titue cette valeur dans-^- , celle-ci devient] 
^;^ou — ^a. Le minimum n'appartient dona 
pas à la queflion aduelle. Mais fi l'on fa! 
attention à la valeur ar5= 2 a que l'on trouvd 
on verra que le point C ne peut être en 
tre A S>i B i mais que la queflion aura un 
folution , s'il s'agit de le trouver fur 
prolongement de ^B, au-delà de B 
rapport à A. Or dans ce cas , fi nous non 
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'inons AC'jXi la diflance BC ne fera plus 
a — X y mais x — a , & la quantité dont il 
s'agiffoit , fera-^, laquelle étant difFé- ' 
kL.renciée 6c égalée à zéro, donne ^-^' — '-i^ 
■iisîo , ou après les réductions faites , x'dx — 
aflA'c/;v=!0 , qui donne a:=2 ij, comme ci- 
devant ; mais cette quantité fubflituée dans 
-^ , la change en ^a. Il y a donc un mmi--^ 
mum pour ce cas. 

Si l'on égale le dénominateur x— a de la 
différentielle , à zéro , on a -v = a , qui indi- 
que un maximum: & en effet , lorfque x=a , 
la quantité devient infinie. Mais il n'a pas 
moins le vrai caraâere du maximum , cac 
foit qu'on fuppofe x plus petit ou plus grand 
que il , on trouve une quantité plus petite 
qu'en fuppofant x = a. 

J 2. Lorfque fexprefïîon d'une quantité 
qui doit être un maximum ou un minimum , 
renferme quelque multiplicateur ou quel- 
que divifeut confiant , on peut fupprimer ce 
multiplicateur ou ce divifcur, avant que de 

différencier ; en effet fuppofons que ~ re- 
préfente généralement une quantité qui 
doit être un maximum ou un minimum, a 6c à 
^tant des conftanteS3 il faut doncque 




or puifque a àc h ne font pas zéro, il faJ 
que dy=o ; laconclufion eft donc la mêni9 
t que Cl y feul eût dû êcre un maximum ou UM 
minimum j c'cft-à-dire , la même qu'en fup^J 
primant les fadeurs & les divifeurs conf-ï 
tants. Cette remarque fert à fimplifier lesJ 
calculs, dans plufieurs cas. I 

5 3- Propofons -nous , maintenant, ddj 
trouver entre toutes les lignes que l'on pe 
mener par un même point D donné dan 
l'angle connu v^BC^fjg-. 17), quelle efl celll 
qui forme avec les côtés de cet angle , la 
plus petit triangle poITible, J 

Menons par le point £>, la ligne DG paral^ 
leleaucôré^fi, & fuppofant E F une droite 
quelconque tirée par le pointX> , abailTons 
DK perpendiculaire fur BC\ & du point £ où 
£'F rencontre ^S, abaiffons EL auÏTi perpen- 
diculaire fur BC. La ligne BCeft cenfée con- 
nue , ainfi que la perpendiculaire DK^; nom- 
mons donc BG=a y DK=b, Oc [3. ha.fe BFdat 
triangle B EFy nommons-la x. On voit quel 
depuis un certain terme , plus BF croîtra, &| 
plus le triangle augmentera. Au contraire, fij 
B F diminue , on conçoit que le triangle di-^ 
minuera, mais jufqu'à un certain terme feu 
lement ; car îi B F devenoit prefque égJ 
à B G, la droite EDF feroit prefque parallèle^ 
slABj puifqu'elle feroit prête à fe confon-Tl 



vai 
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dre avec GD : le triangle feroît alors extrê- 
mement grand. Il y a donc une certaine 
valeur de fi F qui donne le plus petit trian- v 
gle polTible. Pour la trouver , cherchons 
rexprefflon générale du triangle BEF. Ot 
^es triangles femblables BEF^ G£)rdonnenc 
' GF:BF:: DF:£F; & les triangles fem- 
blables DKF & £LF donnent Df-.EF:: 
VK-.ELi donc Gf : Bf : : 0K : £Li c'eft- 
à-dire , * — a : x::b: E L=—^ ^ donc la 
furfece du triangle BEF , qui eft ^''^^' ^, 

fera — ^x— ou . Il faut donc qu'en 

différenciant cette quantité , le numérateur 
ou le dénominateur devienne zéro, ou bien » 
comme on peut (52) fupprimer le fadleur 
confiant ^i,il fuffira de différencier — ; mais 

fans refaire ce calcul que nous avons déjà 
rencontré ( j i ) , nous conclurons de même , 
que X ^ 2a ;donc fi l'on prend BF^ 2a = 
3 B G , la ligne F D £ que l'on tirera par le 

Ipoint D, donnera le triangle £B£ pour le 

Pplus petit triangle demandé. 

54- Cherchons maintenant parmi touï 
les parallélipipedes de même furface & de 

Iniême hauteur , quel eft celui qiû a la plus 
grande capacité. 
Nommons A lahauteurj eeh. furface da 
Eiij 



q^ 

^ 
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parallélipipede ) x & y les deux côtés âm 
rectangle qui fertde bafe. La furface totaïr 
cft coinpolée de fix redangles, dont deii 
ont chacun A pour côcé ou pour hauteur, 
X pour bafe ; deux autres ont h pour hauteur , 
ficj pour bafe; enfin les deux derniers ont * 
pour bafe , &^ pour hauteur ; ainfi la furfacàj 
totale a pour expreflion zhx-^ 2hy -\- axyl 
c"eft-à-dire , que l'on a 2^AH-2/?j'-+-2.t}=f 
Quant à la capacité ou folidité , elle eft /jxyn 
Puis donc qu'elle doit être la plus grande d^ 
toutes celles de même furface, ilfautqud 
fa différentielle hxdy -+- hydx (oit = o, ouj 
(ce qui revient au même) il faut qu&xdy- 
ydx = o. Mais l'équation 2hx -4- 2.hy -¥■ 2y» 
= cc, qui exprime que la furface de tous 
ces parallélipipedes eft conftante ou la mê- 
me, donne zhdx ~h ahdy ~{- 2xdy ~h 2ydx^o.- 
Subftjtuant donc, dans cette équation, la 
valeur de dx^ tirée de la première , on aura, 
après les rédudlions faîtes, y = x; la bafe 
doit donc être un quatre. Pour en connoî- 
tre le côté , il faut mettre pour j fa valeur x 
dans l'équation ifix-h-ihy -h 2xy = ce, qui 
deviendra par- là, 4/jA' •4-2A;*=f c, & quL 
étant réfolue, donne .v = — A+i/y;„-i-i 
dont la racine x = — h — yhh -h -; c <r 1 étaflj 
négative , ne peut fervir à la queftion préfen 
ïe ; ainfi la valeur convenable de sr , eft ^ = 
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5 5. Si l'on demande» à piéfent, quelle 
doit être la hauteur h , pour que le paralléii- 
pipede ait la plus grande folidité de tous 
ceux de même furfdce ; on remarquera que 
puirque la hauteur étant /; , la bafe doit être 
un quarrd , cette foUdité fera exprimée 
par hxx; il faut donc que la difft^rentiellc 
de hxx,en regardant h &i x comme variables, 
foit = o ; on a donc 2hxdx -h xxdh = o , ou 
shdx -+- xdh = o , en divifanc par x. Mais 
réquation ^hx-¥-2X* = ce , qui exprime, 
alors , que la furface efl confiante, donne , 
en différenciant, iiJidx-i-^xd/i~^^xdx:=-oi 
mettant donc , dans celle-ci, pour dh^ (a. 
valeur tirée de l'équation 2yx~^xJA = o, 
on aura , après les rédudions &ites , /i = x ^ 
doncle parallélipipede chercha doit être un 
cube,puifque fon côté , ou fa hauteur k , doit 
être égal au côté x du quarré qui fert de 
fcafe. Pour trouver maintenant le côté de ce 
tube , il faut mettre pour A , fa valeur x dans 
féquation -^hx -+- 2x' :^= c c , qui deviendra 
4a:* -h 2x'^ = ce ou 6x'z=icc qui donne 

*=p' ■^. Donc, de tous les paralléli- 
pipedes de même furface , celui qui a îa 
plus grande folidité , eïl le cube qui a pour 

Içôté une ligne égale à la racine quarrée de 
jia ûxieme parue de cette furface- 



Ëti 
l 4 A 



72 Cour 

y 6. Cherchons , maintenant , entre toiti 
les triangles de même contour & de mên 
bafe , quel eft celui qui a la plus grande (uA 
face. 

Soit a la bafe j4 B , Sx. c le contour dû 
triangle ABC{Fig. i8). Abaiflbns la peipen4 
diculaire CP, & nommons A P^ x ;C P^ y\ 
nous aurons PB = ^a — x, AC= Vx: 
& CB = ya-x^+yj. Donc le contour feri 
y'xx-t-yy ■+■ |/^^' -t- j' -+- fl , & la furface ferj 
~; on aura donc K**+j'> -+-l/i^'+y-f- a 
& il faudra que la différentielle de — foit=o; 
c'eft-à-dire, qu'on aura— = o , & par 
conféquent dy = o. Or l'équation qui 
exprime que le contour eft confiant , 

étant différenciée , donnera ■- 



fe réduit à 



=o, qui , àcaufe que dy = Oj 



V^xx-^yy V{a-xy^yy 

OU divifant par dx , àL chaffant les fraftions j 
xVia~xy--^-yy = fl — X , y^TT^i- Quarran! 
on aura xx . a — x -h xxyy = a — x . xx - 
■ • yy ', faifant les opérations indiquéed 
fupprimant de part 6c d'autre les termJ 
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gaux,& réduifantjnous aurons xx = a — x , 
OUxx= aa — 2ax-\~ ;c«,qui donne .v = 7fl, 
& nous fait voir que le triangle doit être 
ifofcele, Aiiifi U faut du milieu de // B , 
élever une perpendiculaire, & ayant décric 
du point B comme centre & d'un rayon tSgal 
à la moitié de l'excès du contour c fut la 
bafe a , un arc qui coupe cette perpendicu- 
laire en C , fi l'on tire CBÔcCJ , on aura le 
triangle qui a la plus grande furface de tous 
ceux de même contour ôc de même bafe. 

J 7 ■ Si l'on veut favoir maintenant , quel 
eft , généralement , entre tous les triangles 
de même contour, celui qui a la plus grande 
furface, il faut remarquer que quelle que 
foit la bafe , on voit par la folutlon précé- 
dente, que X doit toujours en être la moitié ; 
c'eft-à-dire , que quelque foit a , on doit 
toujours avoir a: =73. Cela étant, l'équa- 
tion qui exprime le contour , fe réduira à 

y^\ ia -t-jyy -f- l/"ia« + » -}~ a = C , 011 

al/'yau-f-yji =c — ai quarrant , on aura 
a a~i- ^yy == c c — 2ac -+• aai qui donne 

y=^V llZllf. La furface du triangle qui 

eft généralement — , fera donc — J/^ HzJSS, 

Puis donc qu'elle doit être la plus grande de 
toutes celles de même contour, quelle que 
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foit d'ailleurs labafe^, il faut égaler à zéi 

la différentielle de — TX ^ c — lac , 

aVçç-zac, prife en regardant a comme va^ 
riable. Nous aurons donc d{j.\/'cç~-iae ) oi 

d{a(^cc — 2<if)^), c'eft-à-dire, âa{cc — aac)»; 
— d. c ei(ï(cc — 2acy~ == o> ou <i flï/"« - lac — 
J/ — = o, ou (i a (ff — aat) — rai/iï = o 
ou ccda — 3cada = Q , d'où l'on tirea = - 
donc la bafe a doit être le tiers du contour 
& puifque nous avons vu d'ailleurs que U 
triangle devoir être ifofcele , il s'enfuit donc 
qu'il doit être équilatéral. Donc de tous ici 
triangles de même contour, le triangle équi^ 
atéral eft. celui qui a la plus grande fucface. 
5 8. Dans ces deux folutions , nous n'a 
vons pas égalé le dénominateur à zéro; parci 
que , dans la première , cela nous auroi 
donné pour x une valeur imaginaire ; & dan 
îa féconde , nous aurions trouvé a = ~c, q« 
n'auroit point fatisfaît, non plus, à la que^ 
tion; puifque fi la bafe étoit la moitié di 
contour, les deux autres côtés fe confon* 
droient avec cette bafe, & le triangle feroi 
alors zéro. A l'avenir , lorfque le numérateu 
ou le dénominateur , égalé à zéro , ne nou 
conduira point à une folutîon admiffibl* 
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bous n*eti ferons pas mention pour ne pas 
nous arrêier à des recherches inutiles. 

5J. Dans l'avant dernière queftion nous ne fommes parve- 
nus à déterminer, entre tous les parallélipipedes de même 
furfacei celui gui avoit la plus grande capacité, qu'après avoir 
ConGdéré les parallélipipedes de même hauteur. Pareîtlemem , 
dans la dernière queflion nous avons déterminé entre lous les 
iriansles de même contour, quel éicii celui qui avoit la plus 
gf ande lurface ; ihais en commençant pat réfoudre la queflion 
pour les irianoles de mêmebafe. 

Il efi ordinairement plus fîmple d'en uferainlî; c'efl à-dire, 
de réfôudre la qiieftion en ne faifant varier enfêmble que le 
plus peiiï nombre poflîUe dequanritcs. S: faifmt varier en- 
luîie & fuccelTivement chacune des quantités qui ont ê;é traî- 
tres comme confiantes. Par exemple , !î l'on demandoit de 
partager un nombre donné, eniroîs parties, de manière que le 
produit de ces trois parties fut le plus grand qu'il eft poffiblo t 
en notnmant x & y deux de ce^ parties , & n le nombre donné , 
la troiGeme feroil a — x — « , 6f le produit des trois parties fe- 
lait xy (a — *— y), dont il faudroitégalerladiffërcniielle, à 
zéro. Mais au lieu de diffïrencier en regardant x &jr comme 
variables en même temps, je ne regarderai d'abord que x com- 
me variable ; j'aurai donc aydx — axïrfx ~j'dx;^o, d "oi^ 
l'on tîrex = i-(a-y ) Le produit i:>t^—x — y ) fe change donc 
en ï Jf f " — y )*■■ Je différencie maintenant , en faifant varier y , 
ic j 'ai J dyCa -y )'- \jdy (a ->) que j'égale pareillement à léro , 
llt}'!âdy(a~yy-iydy(a-y) = o, d'où je iire_y = jd,- donc*, & 
^ troificme partie a — Jr^-y , font chacune -i a. 

60. On peut aullî faire varier enfêmble , fi l'on veut , toutes 

quantités variables, puis raffemblant tous les termesqui font 
multipliés par la différentielle d'une même variable, égiilec 
leur Jomme à zéro , & faire la même chofê à l'égard de la dif- 
férentielle de chaque variable. Ainlï , dans le dernier exemple, 
i'auroisaviï+ix'iy — •xydx— x'di—^ixydy — jr'ix = 0, éga- 
lant (èparémeni à zéro , la fomme des termes affeâés de d x , âc 
celle des termes affeâés de dy , j'aL-ayis — ixydx — >'iJx = o , 
&d,rdy — x»iy — i*yiiy = oiou, en divifant la première pat 
,Wx&la(èconde parxJy, a — ix — i=io Bt a — x — îy = o, 
équation dont il eft facile de conclure *^fa,&j^fa , 
comme ci'defTus, 

Li laiCan de ce procédé eft facile â appercevoir , ch rcmar- 
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s de la queftion font exprim^Bl 
ic avant d'appliquer cette .'egle ; 



quanf qu'il n'y a îci d'autre condition à remplir, (înon que II 
dilférentietk lorale Ibit zéro. Or, cette condition ne peut étfl 
templie généralement, que de deux, tnanieres ; ou, en luppc^ 
fant que chacune des deux différeniielles ix & iJy , eft i' ' ■■ 
zéro, cequifaiisfefûicen effet à l'équation, mais ne fcrc 
connoître; ou bien ,en liippofdnt que lafomme des terr 
muttiplienidv, ainlT que celle des termes qui tnulripiie 
ibnt chacune zéro; ce qui eft ptécifémeni ce que nous 

6i. Lotique les condiiiot 
par plulîeurs équations, il fa 
réquatîon difFéreniiellequï d 

minimum, tirer des auir.s équations différenciée!, les valei 
des diSerentielles d'autant de variables qu'il y a. d'équalio 
ontre celle-là, & les introduire dans ceiie même éqoaiioi 
alors on applique la règle comme s'il n'y avoit eu que cei 
feule équation. AinG , daii5l'exemple,cî-de(Tus, du plus grai 
parai léli pi ped e , nous avions cette équation ihx-t-ihy-i-zxj^ca 
&laconditionqueAjt»devoi[ê(te Mnmaximum. Si donc n _ 
voulons regarder tout à la fois, h, x Si y comme variables ^ 
l'équation ihx h-&c. donnera en différenciant, lAd* + ixiA-H 
ihdy -t- iydh-i-%xdy -h i^dx = o; S la condition du maximum. 
donnera hxdy -f- hydx -f- x) dh =o. De la première je tire dJi^ 

— ydx— xây—hdy — hdx . , „. < • i 

; rtibftiiuant cette valeur dans la 

x-fry 
(éconde , j'ai , après les réduftions ordinaires, ftï'ii>-t-/i;i'ii:— 
xy^dx — x'ydy=a. Je puis maintenant égaler à zéro , la 
fomtrte de^ termes qui naultiplient dx, & celle de> termes 
qui multiplient li^. J'aurai A j= — xy'^o ou h=^x , & hx'—^ 
x'-ji=o, d'oiiendiïilânt roui, par le fâfteur commun i',oa 
lire A — V ^° » qui donne h =y ; & puilque l'on a A = Jt , 
on a donc auffi y=xi les trois dimenfions h,x,y, (bti^ 
donc égales, ce qui s'accorde avec la première foluiion : 
t ces valeurs dans l'équation zhx -H zhy ■+■ lyx =« 



i 6h' =<:, 



mÈm 



folut 






donne h 



=J^'i- 



comme dans cettl 



6i. Non-feulement on peut ne faire varier les quant! 
fucceiTivemen i, ou les faire varier toutes à la fois , mais c 
encore prendre pour confiantes telles fonSions que l'o 
iia de ces quantités, pourvu que le nombre de ces nouvelle^ 



^^ ^ 
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COnJîtionf srLiïir.iires , réunî àceluî des conditions delà ^ueC^ 
tion.lir Toit pas plus grand que le nombtc^desvariiitilFJ, x,;i', = , 
qui encrent dans la oueftion. Cette remarque peut être de 
lu pins grande utilité sans plulîeurt quefitons , principalement 
qu^nJ il y a des quamii^i radicales) en voici un exemple. 
Qu'il s'agilTe de troi«er entre tous les quadrilatères de même 
contour , quel eftcelm qui autoit la plus grande forfdce. Si des 
angles C & D ( Fig. 19. ) on ab.iîffe les perpendiculaires D E 
& CF fur lecôtc-iflj&quedu point D on mené Df panllelc 
ÀAB^ alors nommant ^Ê,/;D£,ri /JF,«iCF, x & HF.y; 
à cjufc de s »i ingles reftanglc s , on aura D A = l/ ^i i-i~ t d 
DC = l>^{7Vïï3ï':n'7^^)N_CB = V'^7T^jJnncfia 
marqu e le cont our,on aura f^/r+M+V^C-f -*-«>+ C»-')' 
-h V^xx -H j-j- -h a ~t- > = a. D'un autre côté, la furface ,^SCD, 
vaut le trapefcDEFC, moins le triangle D/4£ , plus le triangle 

CFB; c'eft-à-dire, (^ + « ) ^"Ll-îî-^ _ 1! ^i^. Cela 

pôle , il faiidroit donc différencier cette quantité & l'équaiion 
précédente. Mais lesquaniiié radicales, rendroîent la lijiiedu 
calcul très-compliquée, Poutéviterces difficultés , ncus fuppo- 
ierons d'abord gue les trois guaniiiéi radicales font conll4nies , 

- ids ■+- idt 

ce qui nous donnera d^V ti-i-tt) ^o, ou , ^, & 

par eonréqueni/(ij-t-(d( = o; on trouvera de même, par la 
féconde >juantité radicale , (f -H«) {di -+- d«)+fx - 1) {dx - IkJ 
= □; & par liiroilÎL-rae,ïdx-l-y dj^o._ Or , l'équation 
du contour étant différenciée dans cette même fuppolîiion , 
donne d« + d;i;=o, & la condition du maximum de la fur- 
ftce, d^nne(i-t-n)(di + dx-) + (t-i-!C)(dt + d») — idt~ 
idi-i-xd)i-i-ydxr=:o, o\iudt-t- sdx -t- udx + idu -t- xdt ■+- 
xdi*-\-xdy -t- yix=-o. La première éguaiion diflereniielle , 

donne ds = ; la troifieme donne ix = - —^ ; & la' 

quatrième donne da^= — dy. Subftituani dans ia féconde & 
dans la cinquième, on a, après les rédtiAions foites — (rdr-f- 
tdy)lii-\-t'\x~(,ydy-^xdi) ix~t)t=o. Se lustit - luydy ~ siydy - 
tsxdy — x'idi — sy^dy^:o\ fi l'on tire de celle-ci la valeur 
de ii I , ou verra que cous les termes du numérateur tont affeftés 
de/,&9u'en[ubjiituant dansla préccdçme, touïl» terme) Te- 




I 



» 
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(TiaiTeâésde / ,on aura donc / = o; ce qui nouiappra 
queVang]e Dâ B àoh eue droit: cela pofc|!'équacion du contq 
devient ( -f- yuu-h(x — tf-h yxx-t-yy ■+■ i 
rexprefîion de la (ûrface devient ( ( -f- *) (- 

férencions donc en ne Aippofant plul'que les deux r 
eaux, conftantî. Noiiî aurons ai«-t-(i — t^dx — 40 = ^ 
xdx-^ydy^o, dt -i- du-^ d^-^o, i 
(t-i-x) du-i~x dy-t-yUx ^o. La lèconde de 



,ed,= 



ou(i(=- 



-yd, 



-^ lairoîlîeme donne dt=~d 

> 
i ces yalears fubltimpes dans la prettii^ 

& la troiBerae, donnent y udtt+Çx-Oiïdx-xix-t-ydii) = o 
Scu(xdx-ydit-i-yd.i)-i-('-hi:)ydu-x'dx-hy''dx = 
or, (î de l'une des deux on lire la valeur dedx, & q; 
la (iibfUtue dans l'autre, on aura une équation dont tous les 
mes feront multipliés pary,&qui parconfèquent donney = o; 
& fait voir que l'angle CBiJ doitauili être droit. Cela ciant, l'é- 
quation du contour devien t z+^'^m» -H (x -()'-(- x+ h= a i 
& l'exprelfion de la furface devient (t + x)x — . Différen- 



cions donc en ne fuppotânt plus d'auti 
le radical. Nous aurons udu + (x 
di-+-dH = o, ii(d«-4-d*)+ ; (- 
donne dt= — dx — din fubftîtuar 



! quantité conflinte , que 
■t)(,dx~di) = o,di -i- 
-j:)d« = o ; la féconde 
dans les deux auireson a 



: celle-ci donne du^ojdonc la précédenre fe r 
(x -i)idx-:^o , qui donne* = t. Cela pôle , l'équation du 
contour (è réduit à 11 + iU = a& celle de la lurface, à rn; OD 
adoncd( + J« = o & t du-j-ndi= o; la premitre donne 
d/ = — d«, ce qui change la (econde enrda — iidH = oî 
ft parconféquent ( = n; donc les lignes ^ B, AD, AC, CB, 
lônt toutes égales, & puifque l'angle A doit être droit , le qua- 
drilatère cherché doit être un quarrc. 

Au reftc , on pourroit trouver cette propriété plus facile- 



ment ; mais ce n'étoii point là 
(bit de faire voir comment 
quantité pourconflanie, peutd. 
le» moyens de facilttei le calcul 



liberi 



objet principal : il s'agiP 
de prendre telle ou tella 
ien des occa/ïons, donnef 
cet exemple / étoit ti 



k 



iAï& 
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propre; car fans cela le calcul feroit irès-compo(ï. On peut 

I appiiqoer des idées femblables , aux autres poligones , & on 

1 trouvera qu'en général de loutes les figurei d'un mcme conteur 

j & d'un niémi: nombre de cocci y celle qui a U plus grande fur- 

f iâce eft toujours le poligone régulier de ce mime nombre de 

I côtés i d où il fuit que de toutes les figures de même contour , 

K le cercle eA celle qui a la plus grande furface. 

^M Des Points multiples. 

^^ éj, Nocs avons examiné ce qui arrivoit lorfque l'une det 
deux différentielles dx ou dy, ou ( ce qui revient au tncme ) 

lorfque ie numérateur ou le dénominateur de la valeur de — 



devenoit zéro, & nous avons 
Bvoit toujours l.eu lorfqu'il y avoie 
rastm. Mais lorfque ' ' 



que 



Pkleurde 
Drs,& 
Pour r 



- deviet 



: le dénominateur de U 
s temps , qu'arrive • t - il 



lors , ic à quoi fe réduit la valeur de — î 

iy 
Pour répondre à ces queftions, nous observerons d'abord 
que lorfqu'on a différencié l'équation d'une courbe , comme i| 
n'y a plus que des termes multipliés par d» & des termes 
multipliés par djr, on peut en appellam Ah, fomme des pre. 
miers , & S celle des féconds ; repréfenter l'équation diScren. 

lielle , par Aix -(- Eiy = o. Cette équation donne — = ; 

dy A 
or, pour que B & -^ deviennent zéro en même temps, il faut 
qu'ils aient un commun divifcur, qui devenant léro lorfque 
* & > ont certaines valeurs , rend B & ^ égaux à zito en 
même temps. Par exemple , dans U courbequî a pour équation 



, on a — = - 



Ay C- 



pour j, fi valeui 



quantité qui devient -, lorfque 4(=:ai 
t«mps,qac ji -X eft divifem commun, du 



u en même 
& dudénor 



I 
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minaicufi & que la valeur Je — (e réduit à — ^ -+• * '' 
dy dy — --_ 

qui dans lecaspamcuIÏËr dex=a, (b réduîi à+ i , c 
dife, que ijni cet exemple, lavaleurd. feft^^ i, 

I] parois donc que pour avoir, en pareil cas, la valeur AkM 

— , il n'y a autre chofë à faite qu'à chercher le commun divî*T 
àf I 

(eut des deux termes de la traftjon qui l'exprime , & divifet cet | 
deux termes parleur comitiun divifeur. 

On peut , en effet , en ufer ainfi j mais cet expédient n'eft. J 

pas loujourt fulfifant lorsque la valeur de — renferme plu>^ 
dy ^ 

d'une variable i non plus que lorlqu'il renferme des quaniiijn 
radicales; n'y eut-il même, dans ce dernier cas, qu'u 
variable. C'eft pourquoi nous allons donner un miyen plin 
général & plus facile. Mais auparavant il faut faire connoitroj 
la nature des points de; lignes courties, oti cette lingularit^ 
arrive. On va voir que cela arrive dans les poînit mMiipUr 
c'eft-à-dite , dans ceux oiî plufieurs branthes d'une menu 
courbe fe rencontrent. 

*4. Concovona donc que SOMZM'ON Cf'g- >*J fôli une 
courbe dont deux branches, au moins , le rencontrent au 
point O, 11 cft clair qu'à chaque abicifle Ap, ou k, il répond , 
{ au moins dnns un certain intervalle ) , un certain nombre ds 
ia\eaxtVM,PM' pour>, Se que celles qui tépardent aux bran- 
ches qui doivent (c rencontrer, deviennent égales dans le point 
de rencontre O. 

Pureillcmeni , AZ étant l'axe des ordonnées, il faut qu'i 
chaque ordonnée AQ_,\\ réponde, ( au moins dans un certaia 
intervalle) un cettainnombte d'abfcilTes QW, QN',QN", & 
que cellet qui répondent aux branches qui doivent le rencon- 
irer, deviennent égaletdans ce point de rencontre. 

Donc , (î l'on repréTcnte par a la valeur de x , & par è la 
valeur dfJ'. qui conviennent au point multiple , l'éqvation de 
cette courbe cuti être telle que lorfqu'on y mettrai pour ki on 
trouve que y aura autant de valeurs égales à è qu'il y a de 
bnnchei qui palFem par le point multiple, & il fdudra de 
ftiémc qu'en menant ft pour_y on trouve un pareil nombre de 
Yalvuri <t pour x, 

11 (biide^lJl que l'édition doit être telle, qu'elle puiflèêtr» 
lamâoée 




l 
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à cette forme... (« - «/"F-f- {* - aj™ ~ * f ^-A; F' -I» 

(^y-i '/'"T^o; m, marquant le degré deniuliiplicitè àa point 
en queflion, & F, F', &c, T, marqitani des quaniiiés crm- 
pofées , comme on le voudra, dt « ,_j- & de ccnliancc^ , ce que t 
pour abréger, on appelle des fijBfl/oBf de ï,^& de conltanies. 

En efFei,)! eft dairque lil'on fait x^n, l'équatron qui Te 
réduit alors à (f-è)'"T^o, lera t^vilîble , m fois» pac 
j~b. Se dotinera par cnnRquent m fois, l'équation^ -fc^o-, 
ou y^i. Il en efl de même (îl'on faii_)'^ 6;l'équaiîon qui le 
réduit alors à x-ii)"F, fera tliviË.ble, rnfuît , par jc~ a, 8c 
donnera, par conféqueni] autant ^e foif vl'équatioii i -a^o, 
cvx:= a\ ce qui ne peut arriver, fi l'tquaiion n'eft pas léduc- 
lible i la forme que nous venons dcxpoler. 

Concevons hiainicnant qu'on fliflérercie cette équation * 
vi fois de fuite, en failântmeme t fi l'on veut) varier aLfli dte 
& dy. En réfléchiflânt fur le principe de la diffcienciarion 
on verra (âcilement, (& nous allons le faire voir par uij 
exemple)) 1°. qu'il t»'y aura que la dernière équation différen- 
tielle dans laquelle il y ait quelques termes qui ne /oient plus 
Bffeflés de_y-iou deK-fl.,Donc, lorfqu'il y aura un point 
inultiple, les différentielles première j lëconde, troifîtme, &C. 
de réqnaiion , doivent , lorigu'on y roetira pour * & y leur» 
valeurs a & A qui répondent au point multiple j s'anéantit 
toutes, excepté celle dont le degré de différentielle eft marqué 
par m, i". on verra de même , que dans cet le dernière équa* 
lion. différentielle, les termes affeâés 6eddx,ddyt d'K &c. & 
de toutes les différentielles de degrés ultérieurs , auront tout 
pour fEÔeursquelquespuifTancesdex-aoude^j'-A; &quepaï 
«onféqueni ces différentielles djfparoiiTent au point multiple, 

Decesprincipes, il fuiti". qu'au point multiple on ne peut 

avoir la valeur de — autrement exprimée quepar -, ficen'eft 

patladerniere équation différentielle ; puilque toutes les autres 
équations différentielles s'anéantiflant alors , tout ce qui multi- 
plie di efliéro, & tout ce qui multiplie d^v efl zéro, i". que 
cette dernière équation difiéteniielle ne contenant point ni 
ddx ,n\ddy-,Tii toutes les autres différentielles ultérieutes, peut 
réfulrer immédiatement de l'équa'tion propofée différenciée iH 
fois de fuite, en fuppofant rf.v &ii)' conftants, î°.qu&dans cett« 
même «ieraierc équaijOK difl"éreii(ielJe dx & dj m&nieront au 



i 



degrc")} ^ que par conTéquent fî l'on divîfe par dj', oi 

en réfolvani cetw équation , m valeurs de— qui fen 

" s tangentes qu'nnt au point multifileles différen» 
brandies qui paiîent par ce p»int. 

Pour éclrfircir & confirmer tout cela par un exemple. 
nonslacfiurbeqoi a pourcquarion a(j-.È)'-x( x - a ^= 
Si l'on différencie ceitt^équaiionm fois, c'eft à-diic, ici , i 
fois, on aura i-.iadj(.y~b)~dx(x-ay-iiidx(x-a-) = ti 
1". iaddy(,y~by+-ï.ady^~ddx (* - a)'- i.dx\x ^Jyydâxi^x-' 
-idx'(x-a}-%xdx^=o; odl'on voit, qu'en meitam a - " 
aipoury, la première équation différentielle s'évanouit i 
quedjnslafèconde, les termes affeâés de ddx & decidy s'ét 
louiffent, enfortequ'elle Te réduit à ïadji ~iadx'^'o, ■ 
IMa'î'î' au lieudedifl^reficier pour la féconde fois , en 
itixStdjr comme variaBTfs. nous euflions différenciée 

leconftants.nousaiirionseu ^ady'^-idx^ C*-")! 
^iï'(»-a) - ixdicy^ o T qui en meitani a pour x, (e rédifl 

- îiid**^o, & donne — =-l- i,quiii 
dy 
que deux tangentes au point on* = a &_>-=£; ce poir 

jnpoint double }6( la valeur — delafouiargente, dc- 
■ dy 

t alofs + S, ces deux langenies font un angle de 45». 
avec l'orduiiiieê ; c'ïft ce que confirmera la defcripiion d* 
la courbe par le moyen de fon éijuaiion qui donnanij ^A -v 

1 fait voir que la courbe a deux branches paifaii 

(ement égales flffetnbldbles, quj fecroilêntau point O ou xsM 
Sty =i b. Sa figure eft telle qu'on la voit ( Pig, la ), 

6%. D'après ces principes, il efl donc facile de détfrrainciJ| 
une courbe dontpnal'équation, a des points multiples , q%4| 
ils font & où il^ lont. Il faut différencier ceiie équation ; ég4 
à zéro le coefficient ou multiplicateur de dx , & celui de ■"' 
Ces deux équations détermineront la valeur qui convient à 
s'il y a un point multiple; ou les val 
s'il y «ta plufieiirs; mais pour s'aiTurer de l'exiftence de^ 
.point multiple , il faudra fxaminer fi ces valeurs de , 
f'tisfont k l'éauStion propofée. Alors pour déterminer le deâ 
de multiplicité du poînioudeïpoinis trouvés, on différenciai 
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àe nouveau l'ëqQation, mai; en traitant ( pour plus de fîmplî- 
"ciiéjiijf Sidj- comme corft.ints. Si les valeurs qu'on a trouvée» 
pour* St ponrjf, crant fubftauéesd-inscftie Te conde équation 
«jiffîiretiiiellc, tous les termes ne ï'a.iiéantiiïent poifit, alors le 
ftoini trcuvcB'cR que double. Si au comraire ils s'anfancifTchii 
il e(1|iIus que doublf. On procédera donc, dans tedemierca», 
â une troifieme différenciation , en traitant toujours-dx k df 
'cotrimecontlanu : Payant fubOiiué Jet vahurs de i&dryglo. 
point fera Triple/îrouïleitermee ne s'anéaniilTeni point: & lî 
au contraire ils s'anéantilfent tous, il (éra au moins quadruple* 
On continuera de différencier & de fubftiiuiT, juiqu'à cc^u'on 
arrivai une différentielle dont les termes ne s'anéantiffïnt pas 
tousparlarubffitution desvaleursde m Se dey. 

Par exemple, fi l'on demande 1er poii^is multiples de 1» 
courbe, qui a pour équation ^'-«ïj'-t-ijr'i^o; je différencie 
cette équation ^& j'ai ^y^dy-xaxydj -.y^ijr-f- jbx'dn =; □. 
EgaUni â zéro le coefficient de ix Si celui de dy,]'il i,y' — 
'taxy=ci , Su 56*^- ay' ^ o. La première de ces deux équa- 
tions donne ou y =Oj ou 4?'- las ^o. La valeur y =0 
fubftîtuée dans l'équaiion jbx'- ay- =0, donne jèj('=o, 
ou »; ^ o ; or , en tiiettant dans l'cguatiun propofée pour x, 
& pour y , on (àiisf^it à cette équation ; donc Ja courbe a 
un point multiple dans l'endroit où #=0 S: > = o; c'eil-à- 
dire , i l'origire. , 

Quant à la valeur 4jp' — sa* = o , ou 7'= —, en la fubC» 

tiluantdans jÉx'-flj'^o, onajJ*'- = o qui donne 

Dû x=o» ou * =-~- ; mais la première, fsavoiï * =0, donné 

y ^o, ce qui nous donne le siême point :]ue ci-devant, â; I3 

ficonde donne ji' :£: — ; ma^ ces ralcui^de * & de y na 

ïâtisfoni point àréqualionpropofieî^infîiln'yapointd'autra 
Jioirt multiple que celui qui doit être à l'origine. 

Four connoitre û miitiiplicitê , différencions une (econde 
îois; nous aurons iiy'-dy- ~ laxdy^ -taydxdy - iayixây-t' 
«iïdx'^o, dont tous les .termes s'dnéanri lient en mettant 
pour « Se y leurs valeurs, zéroSlonc je point eft plus que double, 

PalToDs dortc i une iroiiïetlie diSerenci tion : nous auroni, 
%4ydy^ -indxdy'-iadxdy^ -ïidi'fy'- -i~ fbdui =0; ou en 
nettancpourj' & *, leur valeur zéro» €Hx^^^6ad)c.iy':=o % 

Fij 



Cour 

' différentielle , 
poini trlpli 



comme cette troifien 
pcini en queftion cft 

Fout en déiecminer les in..gciiLcs , 
.. .dxi adx 

par 6i,& pard*' ; lai — — a 

dy' bdy 

* —^ — = o, on— "^4-l/" — . La première valeur i 

— , fait voir que l'une des lar.genies au point multiple, efl para 

lelb au^i ordonnées, c'eft-; . , 

l'axe des ordonnies , puif^ue le point muhiple eft d'ailleurs | 

=:+:K — font voir que la 



Les deux valeurs - 




l'ofigint 

d£ux autres branches Toni avec l'axe des ordonnées , chacune 1 

un angle dont la tangente eft V^— , & s'étendent de i 

rents côtés de cet axe. On peut voie la figure de cetij 
CQuttie en férolvatt fon équation gui donne 

y _-^J/ — -t--l l^aa-4bx > Prenant pour a&k deu£l 

nombres à volonté, & donnant fucceflivement à x plufïeirrfi 
valeurs tant po/îilves qije iiégariïes : on trouvera qu'elle eft 
lelle que la reprélcnre la Figure ii. 

Au refte, lorfgu'on a déterminé un point multiple, par 
les opérations c^-del^U5, Il ne faut pas :ou)OUis en conclure 
oue toutes les branches qui (on cenfées pafier parce point, 
ft)îet)t vifibies. Il peut fe faire que l'équation qui détermine.*— 
' les tangentes, ait des racines iinaginaires-, & alors il y a auta^M 
débranches invilîbles. Les points &ù cela arrive i rcntquelque 'M 
fois détachés du cwrs de la courbe , à laquelle ils n'appar<^ 
liennent pas moins ; on les appelle alors des points coujuguét i' 
mais qu'ils fbient ou ne' fuient point dérachés , ils ne Tont 
pas moins cenfé.s ratTembler le nombre de branches mar- 
qué par le degré de leur multiplicité ; la courbe à laquelle 
ils sppaniennent, eft un individu d'une famille plus étendue |J~ 
dans laquelle toutes ces branches font vilibles; i 
tlevîenrent invifîbics dans, celle-15 , parce que quelqu'une dâ 
quantités confiantes qui entrent dans l'équatioii communes 
toute la famille , devient zéro dans le cas parriculier de ceij 
courbe indiridaelle. C'cfl aînH que dani U courbe ^ui a pi 
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t celle de 



ta Figure 10. eA un cas particulier , & devient la mtme loiCqua 
m=a\ c'eft aitilî, dis-je, que dans ceiie courbe qui aura 
aulTi une feuille, cerie feuille n'a plus lieu lorfciu'on lupf>o(ë 
a=o, ce qui rcduii réq^ation à m { y — by — x' = o; 
ks deux branches OMZ , OM'Z qui étoient au-defTui du point 
O , n'auronr plus lieu dans cette derrière ; ou du moin? n'y; 
feront pas v/fibles. Caron peut luppofer qu'elles y Tom encore, 
en regardant o, non cnmme zéro ablbluraenti mais lêule- 
meni comme întiniinent petit. 11 n'y aura pas moins deux 
tangentes, à b vérité; mais cet exemple , fuffit pour taire 
encreyoir comment l'ancaniiflïnient de certaines branches 
peut avoir lieu. 

66. On peut tirer plufîeurs conlèquences utifes de ce que 
nous venons de dire, à i'occalîon des points multiples. 

67. 1°. Lorfqo'une exprelfion algébrique fraâîonnaire , dans 
laqtjeltc il ertrcrii une ou deux variables, fera telle qu'en 
y mettant pour chacune. deces variable), certaines valeurs 
détern[iinée5, elle devienrlra ri on aura la valeur que doit 
avoir alors cette expi-cfEon , en diiFérenciant (éparétnent le 
numérateur & le dénomitjateur, autant de fois de fuite qu'il 
fera tiéce/Taire poorqu'ils ne devrennenc plus zéro en même 
terdps; & dans cette diFérenciation, on traitera les dijïérences 
premières, comme confiantes. En effet', on peut toujours 

regarder toute expreflîon ftaclionnaire algébrique— , dans 

Inquelle il cnireroit deu^ variables, par exemple, comme étant 

■ h valeur de — ( « &ji étant ces deux variables); c'ell-i-dirt, 
dj dx B 

qu'on peut toujours fuppofer — -"^^ * P^' confcguent 



d> 

Adx: — Biif=:o.-Ot puifque , par la fuppotùion , 
deviennent zéro en même temps, loifque x &: y < 
laines valeurs ^ il fuît de ce qui préceJe , ^ue pour ; 



A& l 



valeur 



. '^J 



il faut différencier cette équation etr regardât 



; &.dj 
ce qu'on arrive à une équati 
fûbflituiion des valeurs de 
conlécutives , donner 
idBdy~o, d' Ad. 



dA 



la différencier, dis-je , jufqu'à 
1 qui ne s'anéant iTe point pat la 
1; 3: y. Or ces différend a liotw 
lx — dBdy=o , ddAdx— 

Bdy=o, &c . qui donnena 

Fiii 
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' dy ddA dy d'.i 



, qu'île 



diltérenciEr Icjjarénient le nuniEraicur & le dénoiiinateur, 
ainfi qu'il a éié dit : & la dernière de ces équations donnera û 

▼aleur , ou les valeurs (!e — . 
; ,à, ^ 

6%. l'iLçr/qu'uneequanonq;! 
fera telle , ^u'à certaines valeurs ue i une o. 
moins une, il devra rép. ndre un certain no 
égales de la dernière, & qu'il en fera de n 
on trouvera ces valeurs en difFércnciant au 
fuiie, muins une , réij::»non propofee; ruppofani dans ces q 
ttrendations àx , dy, a ^, &c. conâantet S x , y , x , S 
Ibm les variables ; & c-g lani à lém les muliipUcatturs de dM 
d^.,d*,B>c. ceusded.' , dxdy.-ydzdy, &c. &ainii de fuir 
Si toutes ces équations s'accordent entr'ellEs Sf avec réquai* 
propofée , les valeurs ie x , y , z , &c. qu'elles autant daniu 
feront les valeurs dem: " / 

69. Reniar^uons au fujet de$ points multiples, que puî(qB 
les valeur; de * St de j| , que l'on trouve en égalant à zérols 1 
.coefficient ie dx & teiui de iJj doivent faiisfaire à l'équation. 
Énie propolée , on ne peut, lorfque cette équation n'eit pas 
donnée en termes finis, ou ne peut pas y être ramener paf 
les méthodes du calcul intégral, s'apurer par le calcul fciil « 
4e l'exiftancp de ces points. 

Des Points d'inflexion viflbles & invifibles, 

ffo. Il arrive quelqu^ï; qu'une même branche de courbe 
, aptes avoir tourné fa concavité vers un certain point, tourne 
earuite fa convexité vers ce même point , en continua/ivnéan- 
moins (â marche. Telle eft la courbe que l'on voit repré- 
ftniée(Fig. 11 )f Le point O où ce changement arrive , s'ap- 
pelle point i'infiixion. 

Pour déterminer ces fortes de points , il faut remarquer qu9 
la tangente au point o , doit être tangente commune delà. 
branche OB, 8c de la branche Ob , qui le touchent muiuelle- 
ment au pointO; fi donc de part & d'autre du point , on 
prend deux arcs égaux ou inégaux, mais infiniment petits, la 
tangente floit éirc le prolongement de l'un fit de l'autre > en 
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^^P&rte que ces deux peiit; arcs doivent êtrp en ligne dfoîic< 
^^ Cela pofè, ayant mené les ordonnées MP'OQ, i»p, C 
ïiûiumé AP,x,ecPM, y. On aura Mr=d» , Or = Jy ^ 
&rupporancOM& Orf) iniïrtJmen [peu diffécents l'un de l'autre, 
■ en aiira Or'=d j£4-(i(i«. S; mr'=iij + dti> ,- puis donc 
que MO Si O/nfonten ligne droite, les triangles MrO ScOr'm 
font fcmbUbles ; donc fi T'oa fuppofe, ( ainli qu'on en eft bie> 
le maître) , que les aits MO Si Om font égaux , ces inêmei 
iriangles(ërontauflicgauie,&ron aura Mf=Of', eiOr=nir' ; 
c'ell-à-dire, dx=dx-i-àdx , & dy=:dj-{-ddy; dont 
ddx=o , & ddy = o. _ - • _ 

Donc, pour déterminer les points d'inflexion Gmples , I 
Faut diffêrencier deux fois de luite 'l'équation de la courbe 
& fùpporer dans la féconde équation àiÊ:iei}ttelk,dd:ts=o 
icddy^ o. Or, il eil évident qu'alors cette Iêconde,équa:ioi 
eÛ. la même que fi l'on eût dîfFcrencîé en laifam dx & dy conf- 
tants. Donc, pour avoir les points d'inflexion Hmple, il faut 
d'abord différencier l'équation de la courbe ; puis différencier 
cette preraicre équation différentielle, en regardant dx Si dy 
comme confiants. Alors fi de Ja première équation différei»- 
liclle on lire la valeur de dx ou celle de dji pour la fiibRi(uer 
dans la iêeonje , on aura une équation qui étant divifée par 
dy- ou dx' , ne renfermera plus que des x , des y S." des 
confiantes, & qui éi an t comparée avecl'équaiion même de la 
coyrbe , donnera les valeurs de ** & de y , qui conviennent 
au point d'inflexion fimple. 

Prenons pour exemple, la courbe qui a pour équation 
a' — èy'=4t. Nous aurons ^x'dx — ^îijiijr = o j diffé- 
renciant de nouveau, & traitant dx & dy comtne confiants, 
nous aurons 6*dx' — 2.bdy' = a; or, la première donne 



n 



. î* 



i fubftiii 



celle-ci donne >' = 



t dans la féconde , on aura • . 

i> ou 4*^* — jxJ=to. Or, 
- gui «tant fiibAilué dans réqUati on 



[ ■ iâe la courbe , donne *>— i«î = a' oii*' = 4a'î donc 

«=:a\^4, & par conféquent >3=1/^ — =nl/ . — Cs 

t les valeurs- qui déterminent ï^ point d'inflexion, 
fienons, poui fécond exemple, la courbe qui a {otK 

F'Lv 
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éqasùon y = a*^ (x ~ à) ', fiot;s aurons if^ = f(x-fl)~' 
(!itfi.Tenciant(leEiOLV«aucn ttaiuntiix & d> comme conIlant| 



pous aurons o=— — C*--a) ^dx', ou f^ ■ 

donc itx =:o; oc la premicre équaiîqp dîiïerentielle iJj's 



Ux 






^ } i) X ; donc puif^e dx^=so , ona(x- 

dortne ou djr=io o«(»^a )"' ^o; ro 

pas po^ble qu'on aie en mcme temps dx Se dy égaux j 

ïéro , il s'enfuit que ( x — a ) ' =o , eft la véritable fblutionj 

qui donne *t^a, &' par conlequent j^^a. 

71. Remarquons en patTani, i'. Quepuîfqu'o 
!a rangent? au poinj d'inflexion de cette courbe , eft pacallete 
aux orJonnécs. 

i". La méthode que l'on donne ordinairement pour trouver 
les points d'inflexion, confiftc à différencier deux fois ie 
fuite l'cquaiinn , en lûppofani dx conlljnt , Se i-égaler ddy Â 
zéro ou à rinfinl. Quoique cette méthode conduile aux même» 
léruliatc, nous avons néanmoins éviié de l'employer; 
qu'en effet ddy n'eft point infini , aintî qu'on doit bien le vo|3 
pjr ce qui précède. Ce qui eft réellement infini alors, c'eft T 

■" - -^ & non pas Jd^ qui nepeut être que zéro, dans* 



valeur de - 



cas cotnme dans tout autre ; 8c comme dx eft zéro dan 
jnescasde pointsd'infleïiiontoù l'on acouiumede ruppoferiij 

ïnKni,- — eft réellement — , qui en regardantzéro 

dx' o' ^ ^ 

une quantité infiniment petite , eft en effet infini. 

j". Si la courbe deToie avoir plufieurs points d'in 
l'équation finale donneroît plufieurs valeurs de x; 
direi qu'elle pafferoit le premier degré. Cela arrive 
courbes qui vont en ferpentant , comme djns la Figure afl 

7î. Si l'on conçoit que les deux points d'inllesion 5" 
(_Fi>.i;), s'approchent continuellement &foieni enfin 
ni.ment voilîns l'un de l'auite ; alors !i l'on fe repréfen 
comme ci-devânt , les dçux arcs JnSniment pcitisOM&O^j 
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t priits O'M', Om' de part & d'autre 
I O & O' , les JcttX cdléî Om & MO' 
ot (!U pcutroRi éire (iippcfïs l'un lur l'amte ; ft puiC- 
u point d'inflexion, MO eft en ligne droiie avec-Om, 
te M'O' avec O'm', il y aura donc iroit peiiiiarcsconlîcuiilJ 
m ligne droite. 

Cela port , foient Mm , nmi', m' m" (F/^. 14) ces troisarci î«- 
'■imenr petits. Abaiilons les ordonnées MV ,mf, m'p', m"p'\ 
r rrcnon les lignes Afr, mr', (tiV p.iralleles à jÎP. Nommont 
iiF, >r, âr PM,j; nousauiotis Mr=dx ,rm=dy,mr'=dx~i~ddxi 
^m'=3dj-i-dây , m'r"=dx-4-ddï-»-d'ï , r"m"=dï-HJd)H-d'y. 
Dr les trois triangles Mr m, mc'm' ,Tn'r"m" (bni IftnLilablci , 
puifqutfles côtés Afm, mm' Sr mW font en ligne îlroitc; dotic 
fi l'on fiippofcces tticines côtcî égaux (ce dont on eiî lemiiî- 
tre), les triangles feront égaux ; on aura donc <i)r^=ii)(4-dd;c , 
tijŒafy-f-tidy, i»-J-ddj=ix-(-rf rfï-»-d'* dy-i-ddy:=dy-t- 
ddïM-d'>;c'eft- à-dite, ddj:=o , iirfy=o, d jr==o, tl'7=o. 

Donc, il l'on différencie l'cquaiion de la coutbe troii foi* 
Je fuiie, enfaifainTarier J*, dji, iJï a:djj',& qu'enfuiic on 
metteo pour chacune des qojntjiés idi, iidy> ii*K - à>f , ÎI 
faudra que chacune des trois équations rcfultantes df ces dif- 
férenciations ait lieu. Or il eii évident qu'elles deviennent » 
alors les tném», que d l'on eût di&ctencié trois fois de fuite , 
en fuppofant d* Si dy contlanis.; 

Eti taifonnani delà même manière, on verra que fi^toï» 
points d'in6exion confècuiifs viennent i fe réunir > il y aura » 
au point de réunion, quatre élémenis^n Ifgre droiie , &'i^a 
démontrera de métne , que fi l'on différencie l'équation quatre 
fois de fuite, en fuppofant dx Stiy ccnfianis, les quatre cqua- 
lions qui en réfulieront , doivent toutes avoir lieu ; & ainlî de 
(ùiie. 

Donc, lî de la première équation différentielle on tire Ik 
valeur de d* pour lafubRituer dans toutes les autres, on aura 1 
après avoir divifé la féconde par dy' , la iroilîrme par dj' , 
& ainlï de fuiie, autant d'équation qui doivent avoir lieu con- 
jointement avec l'équation propofée, ppuf qu'il y ait ure, deux, 
trois, &c. inflexions réunies. Dore, fi de deux i)e ce* équa- 
tionson tire les valeurs de xteAey, il faudra que ces valeurs 
fubniiuées dam les autres équations y fatisfaffent. 

Lorfqu'il fi'y a que deux inflexions réunies , l'inflexion eft 
Jnvifible ; elle redevient vifible , lorfqu'il y en a trois ; en gé- 
çéral l'inflexion «Il vifible ou invilîble, félon que le nombre 
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Des points de Rebroujfemem de diférenîes . 
peces , tr des, différentes- fortes d'attoache- 1 
ment des branches dune même Courbe. 

7Ï. Lorsque Jeux branches de courbe viennent à Ce t 
cher, elles peuvent s'oppofer leurs convexités, comme d 
h fig. i6,ou s'embraffer comme dans bfig. i?; 8t dans l'un 8i 
drtns l'autre cas, il peut arriver qu'elles coniinuent l''ur cours de 
parc & d'autre du point d'attouchement, ou qu'elles s' 
tentbrufquement à ce point, comme onle voit{Fig. 18 & 
Dans ce dernier cas , le point d'actouchemenc s'appelle poîn 
de rebroajfement; c'e(l-à-dire , point de rebroujfement fimpU-i 
dans la figure 18 » & rchroujjimement en bec , dans la fijjure ipi 
' "" ' '(Tent, toutes ces différeniei^ 
fois dans lemémepoin 



& ne fembient 
figtire ;o , fi la 
E un rebrouiTcnent fimple avec 
point d'inflexion en B ; lorfque ce 



Si plus de deux branches fe 
variétés peuvent Ce trouver à 
il peut s'y en trouver encore une m: 
pie, les branches pcuTent , en fa 
plufieurs inflexions. Il peut arrive 
poîni de rebroulTement fe trouveni 
former qu'en feul rebroulTement. Dai 
branche EBD qui fc] 
la branche EC, avoi 

point d'inflexion Ce trouveroii infiniment pré£ du point Bi 00' 
n'auroit plus que l'apparejicc d'un rebrouiTeracnl en bec. Ce»! 
variétés peuvent aller à l'infini , for-tout en confidcrantj 
que pluGeurs branches peuvent fe loucher à la fois. Nom; 
n'entreprendrons donc pas d'afligner le caraiSere de chatune 
nooE obTerverons feulement, que toutes les fois que piufîeui 
branchesde courbe viendront à fe toucher, on le reconnoîir 
à ce que i'',*ce poiftc étant multiple doit avoir les condi- 
tions mentionnées f 54 J, î". L'équation quifertàdâermînaf 
les tangentes des points multiples , .doit alors avoir autant 1 
lacines égales quril y a de branches qui fe touchent, puifqu' 
ioH il y a aut^t de tangentes réunies. Ainfi pour le ce- 
broulTcment (impie, il doit avoir les conditions commune 
aux points doubles ; ^l'cquarion qui en donncles tangeniesi 

ou qui donne — , doit avoir deux racines égales. Comme II 

confidératîonde.ces points n'eft pas d'utie allez grande uillît^il 
pcMit nous engager à nous livrer aux détails qu'elle exigfl-^ 
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(eus n'en dirons pas tiavaniagc. On peut confultcr fur centf 
atiete,l'/inalyje dei ligna touriti dt Cr~n.er. Cencve 1710. 

Des Rayons de courbure j 0» de fa développée. 

76. Si l'on corqoit que fur ctiacun des poims m , m , m' , 
ïic, d'une ligne courbe quelcc/rqLe(f<^. 31 ),on aii éltïédei 
peipendicuIairrsMN, i»H,raV, &(. ; les intcrleâicns confia 
cuiiïes (!,«', &c. fotnif rcni Lneligne.ccuibe à laquelle on a 
donné le nim de dit/tlnppée . parce gu' fi on ta ccn^oit en- 
velorpéed'un fil v^flitfquila louche en Ion origine B^ alors 
en d*velo p ni ceiie courbe , l'exirémiié A du fil irace la 
courbe /JM. En tffii,dBnile(3Éveloppiinent de NB,par exem- 
ple , en confiJ.'rant Nu comme une peiiie ligne droite,]* 
fil ^/^n d<'cri't, autour du point n comme centre, l'arc Alm 
auquel il eft nécefla ire ment perpendiculaire , pui'fque Je nyon 
d'un cercle cH perper Jii ulairp à fa circonférence. 

77. La courbe AM étant donnée, G l'on veut* pour un 
point quelconque M, déterminer la valeur de Mm, qu'on ap- 
pelle Hayon de la devtloppée , on remarquera que Mn eft dë- 
lerminè pat le concouri de deux perpendiculaires infiniment 
toifines MN & mit. C'eftpourguci (F/g'.ji J , on imaginera 
deux arcs cbnGcviifs Mm, mm' irfinimeni pétris, & infini- 
ment peu diSéreniE, que l'on confidércra cOmme deux lignes 
droiies; on imaginera aulli MNperpendiculaire en M fur Mm, 
& ittN perpendiculaire m m fur mm'. Alors dans le trian- 
gle NAfnireflangJeen M, on ai.ia 1 zfin MSm i : mN av 
M Ni Atm, ou ( a caufe que l'angle iWNm eft infiniment petit) 

! iMNm X : MS : Mm i donc MN= ;or,Gonpro- 

MNm 
longe Mm, l'angle Htnm'=MSm, parce que ces deux anglet 
font compléments du même angle MmN, à cauiê des angles 

droits NMm, & Nmm'; donc Mn=: ^. 

Si l'on mené Mr & rar' parallèles à JP , iUftfacile devoir 
que l'angle noir' étant égal iroMr, l'angle «mm' eft la quan- 
tité dont l'angle mMr diminue, ou la différentielle de l'an- 
gle rMm, laqutlle doit éire prifè négativement ici, où 
h courbe cft concave, & au contraire, doit être prift 
_ po£[ivement , quand la courbe eft convexe i on a donc 

^MtfJ>f= — , " ■.ChercliontaoncVgxpreflîoiicietf(rjHro) 
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Or la tangente de fMm^ ciï — y Se fon cofînus ( en h'ofli-. 

dx 

mant ds Tare hhn ou p^ dx^'^dy^)t& — , ainfi qu'il eft 
• d s 

aîfé de le conclure de ce que le triangle rMmtCt reôangle : 

& nous avons vu ( 14 } que z étant un angle quelconque ^ 

en avoit dz:=^{cojz)^d{ tang z) ; donc d{,rMm)^=à 

"A-d l — j ; donc enfin MN= d**' ydy\ ^ 

• C*eô-là la formule pour couver les rayonç 



^"<%) 



de la développée , quand les ordonnées font parallèles. 
78, Quand les ordonnées partent d'un point fixe ( Fig. 33 )i 

on 2) coxQme ci-defTus^ k parles mêmes rai(bns, MN= ' 

- fn*mu 

mais m' mu n'eft pas l di rMm); voici comment on trouve 
alors la valeur de m' mu» ^ 

Décrivant les arcs Mr , mr'^ on a m'mu^r'mu^r'mm' % 
' or, félon ce que nous avons vu ( 73 ), r'mu diflFere de rMm % 
de la quantité angulaire mCr' ou MCr t (car ces deux der^ 
nieres quantités ne diâferent que d'une quantité infiniment pe- 
tite par rapport â elles ) ; donc r'w u'==:MCr-{-r Mm ; donoi 
puifque m' m u ^r'm u - r-m m' , on a m' m u = MC r-^r Mm^^ 
ti'mp'^MCr^ ( m Mr)»Ot en nommant Mr y dx y on a i : 
fm MCr ou : MCr : : CM : Mr ; c'eft-à-dire , i : MCr : : ^ : dx;, 

dx ./. . . . dx^ , / dy \ 

donc MCr=z -^ ,&puifque d (w Mr)= - — df — ) 

y dx dx"- ,/iy\ ^ ^' \ dx J 
on a m^ mu-=' — — ^ -^ — " ( -r ) * & ^ ^^ courbe étoit 

> ds- Y^/dx dx\/dy\ 

convexe 9 on trouVeroii de même m mu^^^^^ -4- -; — d ( -- u 

y ds^ \dxj' 

< ds y ds^ 

7P. Pour appliquer ces formules à quelques exemples i' 
fuppofons que la courbe yiM{ Fig^ 32) foit un cercle qui ait 

peur équation J7cziwf-*afx 5 nous aurons j^issK z a x^x x> doflê 







I 



DE MaIhÉMATIQUES. JJ 
^^■,di=y^df-t~..y' ftra doncj/; -t 

-T =; donc Jf^^-= ,i 

formule quiconvieniaucasprdfent, où la courbe efl cou» 

di' 

& où les ordonnée» ibnt patallelci , ell 
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elle (échangera iJoncen ;-— — —=:a ; c"e(1 -à-dire, 

que le ravon i^e la développée eft (uujiiurs (Je même gr-ndf ur 
Se égal au rjyon du cercle, eniôiie qucJa développée le ré- 
duit à un point qui efl ie cenirc ; ce qui s'actoide avec ce 

Pcenoni, pour (Vcond exemple, la parabole, qui apourcqUB- 
x, oay = \^ ax = a''x^ , nousaaronsdj^-f a'x'''dx i 

■ , „ ^^ — ■ , - - 

donc às-r=Vàx^-'t-à.y- = dx^+^ax dx' =i 



formule , - /J \ devient donc ; ; =9 

i.C4>: + a)^^4x + ^T/" 4^-t-^. 

S 80. Les rayons de la développée (errent à mefiirer la 

Whure d'une courbe en chaque point. PuifqueJans.le di- 

eloppement de l'élément Nu de-la cq^rbe SN( eh./ii), le 

il trace le petit iirc mm' , cet arc mm' a donc^méme courbure 

. ^ue le cercle qui auroit pour rayon mn, ^Aififi, ^and Wa 

L l'expreflîon du rayon de la dévelop_pée , on a pour chaque 

■pont, le rayon du cercle qui a même courbure que la courbe, 

^k* ce poïhi. Et comme La courbuie'd'un cercle cil d'autant 
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plus grande que (on rayon eft plus petit ; ç'eft- à-dire, quelel 
courbures des cercles font en raifon invenè de leurs rayons^ 
il fera donc facile de comparer la courbure aune courbe , en 
un point quelconque > avec la courbure de cette même courbe 
ôU d'une aqtre, en un point quelconque. Ainfi> fijevo^olâ 
comparer la courbure de la parabole, à Con origine > aveo 
celle qu'elle a à l'extrémité de l'ordonnée qui pafTe par l6 




:pre{fion du rayon de la développée 
X = o 1& x = ^4, 4*ai t4&4i/ 2; le rayon de la développée eft 
donc 1 tf à l'origne ^ & il eft 4 v^ z à l'extrémité de l'orcfonnéô 
qui pafle par le foyer; donc la courbure « au premier de ces 
points -, elt à la courbure au fécond, : ia\/ xija^ouizzy zz i 

• n »r 1 a^ xT J^ l_ Ji. I • *1R. ^ x -U^/: - 




Teloppé la courbe AN, il s'enfuit donc qu'il eft égal 
gueur à l'arc B N plus la partie A B dont le él eXcédoit U 
courbe , lorfque le développeme%tacomniencé , c'eft-à-dire , 
plus le rayon de la développée a l'origine A, Donc la cour« 
be EN eft reâifiable, c'eft-à-dire , qu'on peut affigner la lon- 
gueur de chacun de Tes arcs BN. 

Ceux qui defîreront plus de détails fur les*dévèloppées , peu- 
vent confulter VAnalyfi des infiniment fetits du Marqyis d« 
l'Hôpital , où ils trouveront d'ailleurs d'autres applications du 
Calcul difféieiuiel. 

Remarque. 

Ôi. Nous avons I ci-deflTus ( 70 ) , déterminé les point* 
iJ*inflexion , en.fuppofànt que les deux éléments de la courbé, 
voifîns du point d'inflexion , étoient en ligne droite. De cettô 
(uppofîtion , il femblé fuivre , qu'au point d'inflexion le rayon 
de la développée devroit toujours être infini , parce que les 
deux perpendiculaires fur les deux côtés confécutifs fèroienc 
paralkksè Cependant il y a plufieurs courbes qui , au point 
.«^'inflexion, ont le rayon de la développée égal à zéro; pat 

exemple, la parabole 4Jui ^ pour équation^ =x"5^, 

iVlais il^ut ,obfèrver que rien , dans là luppofîtion que nout 
avons faite 4 ne détermine de quelle grandeur font ces deux 
éléments copfèciitifs. Or, s'ils fe réduifoient chacun à un 
point , ils n'en fèroient pas moins fur' une même ligne droite, 
#e lés deûX petpeildicUlaii'es tombant l'une fur l'autre, fereii-^ 

* contreroient 
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'eontreroient dans le point même d'où elles panent. Ori c' 
ce qui arrive dans le! courbes où le rayon de la développée 
ïéro au point d'inflexion. Car la courbure éiantaloKinfiniej 
Jes deux éléments coniëcuiifs lé confondent , ciiacun avec la 
tangente, infiniment moins que dans tout autre cas. Se par 
"confèqnent doivent étreconlîdérés comme deux points réunis. 
Les deux éléments peuvent donc être en ligne droite , fans que 
pour cela le rayon de la développée foit indni ; mais on voie 
par-là, qu'au point d'in^xion, le rayon delà développée eft 
toujours infini, ou nul. 



ÉLÉMENTS DU CALCUL INTÈCRALj 
82. Il s'agit ici de revenir des quan- 
tités difFéientielles , aux quantités finies dont 
la différenciation a produit celles-là : la mé- 
thode qui enfeigne comment fe fait ce rc-î 
tour, s'appelle le Calcul intégral. 

II n'y a point de quantité Variable expri- 
mée algébriquement , dont oYi ne puifle 
trouver la différentielle ; mais il y a un grand 
nombre de quantités difFérentieltes * que 
l'on ne peut intégrer : les unes, parce qu'ea 
effet elles n'ont pu réfulter d'aucune diffé- 
îenciation ; telles font les quantités xdy ^ 
xdy — ydx j &c. les autres , parce qu'on n'a 
point encore trouvé de méthodes pom" les in- 
tégrer ; & parmi celles-ci , il y en a dont 011 % 
lieu de défefpérer d'avoir jamais l'intégrale;' 

"VztquamiiédlffsreniiellcynétaS, toute quantité affêc- 
nous encendons ici , non f.'U- tée desdlfféreniiclksd*, dy i 
lement celle qui rèliilte d'une Sec. d'une oa de plulïeuovar 
diffère nciatioj] , mais en gé- ( ri^ibles. 
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Quoi qu'il en foit , on peut tirer un pard 
très-avantageux de celles que l'on fait incé< 
grcr ; nous allons tâcher de les faire con- 
noître : nous verrons enfuite ce qu'on doi(ç 
faire à l'égard de celles qui fe refuîent à l'ii 
tégration. Commentons par nous explique! 
fur quelques façons de parler dont nous fc 
rons ufage. 

Nous appellerons /o«iî?jOB d'une quantité j 
toute expreflion de calcul dans laquelle 
cette quantité entrera , de quelque manière 
qu'elle y entre d'ailleurs. Ain fi , x^a-\-bx 
'ij^ a x" -4- è A- p , &c. font des fonflions de « 

Nous entendons par guamités algébriques , 
celles dont, la valeur exaâe peut être affi- 
gnée , en exécutant un nombre déterminé 
d'opérations de l'Algèbre & de l'Arithmé- 
tique, autres que celles qui dépendent des 
logarithmes. Au contraire, nous appelle 
rons quantités'non algébriques, celles don^ 
on ne peut aiïigner que des valeurs appro* 
chéesi ou qui fuppofent des approximations : 
les logarithmes font dans ce cas j & il y en a 
une infinité d'autres. 

Pour indiquer l'intégrale d'une différen-^ 
tielle , nous nous fervirons delà lettre /^que 
nous mettrons devant cette quantité : cettrf 
lettre équivaudra à ces mots/omme de , parcô 
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"■(que intégrer , ou prendre l'intégrale > n'eft aurrû 
chofe que fommcr tous les accroiffcments 
infiniment petits que la quantité a dû pren- 
dre pour arriver à un état fini déterminé. 

Des Différentielles a une feule variable^ 
qui ont une intégrale algébrique ; ^ 
premièrement des différentielles mc>- 
nomes^ 

§ 3 • Hegle fondamentale. Pour ïntêgret. 
Une différentielle monôme y il faut l°.augmentet 
Pexpofant de la variable d'une unité : 2.°-. di- 
vifer par cet expofam ainfi augmenté de P unité , 
e^ par la différentielle de la variable ; c'efl-à- 
dire , divifer par ce nouvel expofant multi- 
plié par la différentielle de la variable. 

La raifon de cette régie ne doit pas être 
cherchée ailleurs que dans le principe même 
de la différenciation ( lo). Comme il s'agit 
de retrouver la quantité qui avolt été dîffé- 
, renciée, il eft viiîble qu'il faut appliquer des 
' Dpérarions contraires à celles qui ont ét^ 
prefcrites pour ia différenciation. 

Cela pofé , appliquons la règle. 

f^xdxo\x f2x^dx = \— — ' ,* = x^ i 
jfxdx == ^j^ = -. En effet ,d{_x'') = 2xdM j 

d(4-)=='-^' = *^*» Gij 



, OU fax'^dx •• 



[lotf Cou 

De même fax^dx = 
\ax^. Pareillement/^ 

tf«-î + M>r _a»-"_ —a 

En général , m étant un expofant pofitifjj 
ou négatif, entier ou ftaûionnaire , on auî" 

•' "^(mH-Od*"^ m-t- I * 

On n'a pas befoin de cette règle poiu 
trouver l'intégrale à& dx ,n\deadx ^ qu 
l'on voit aifément devoir être x pour la pra 
miere, & a .v pour la féconde. Mais fi l'a 
vouloir y appliquer la règle, on remarqua 
Toit que i'expofaat de x dans ces différefl 
tielles eft zdro,& qu'elles font la même chofl 
queAV;c & ax°dxj dont l'intégrale, fuivaa 



(o + iy; 
qu'un cas q; 



- & "— .* , ou a: & axA 



échai 



ppe 



L la I 



■ finii 

L 



la règle, eft 1 

Ilny . 
fondamentale ; c'eft celui où i'expofant: 
auroit pour valeur — i i car alors l'intégralS 

devient i^ ou — ou — , quantité inaf»S 

fignable , parce qu'elle eft infinie: en effetg 
fi l'on con(joit que le dénominateur , au lieuT 
d'ôtre zéro, foitune quantité infiniment pe^ 
tite , on voit qu'il doit être contenu une îi 
finité de fois dans la quantité finie a , i 
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que par conféquent la fradîon feroit infinie. 
Nous expliquerons., par la fuite, pourquoi 
ie calcul donne ici une quantité infinie ; 
mais en attendant . nous ferons remarquer 
que la diffërentielle propofée ax^dx qui eft 
alors ax" ^dxj ou — eft une différentielle de- 
logarithme i c'eft celle de o/w ou de /k", 
ainfi qu'on peut le voir aifément en diffé- 
renciant (27). 

Si la différentielte monôme avoitun radi- 
cal, on fubftitueroit au radical , un expofant 
firaâionnaire. Ainfi pour intégrer atixV^x', 

on intégrera adx . x^ ou ax~dx j ce qui fe 
fera comme ci-deiTus. 

Remarque. 

84* Nous avons vu ( 8 ) que lorfque 
dans les quantités qu'on avoit à différencier , 
il fe trouvait des terin,es tout confiants, cts 
termes ne fe trouvoient plus dans la diffé- 
rentielle. Donc , lorfqu'on remonte à l'in-^' 
tégrale, il faut avoir foin d'ajouter une quan-i 
tiré confiante à l'intégrale. Cette confiante 
aura telle valeur que l'on voudra, tant qu'on 
n'aura pas d'autre objet que de trouver J'in- 
^^grale, c'eft-à-dire, de trouver unequan-i 
^Hsé telle qu'eu la différenciant , on repro** 
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dMÎfe la différentielle propofée ; en effet i 

!!f . fie ^^- -i-C,C étant une çonftante 

quelconque , auront également pour diffé^ 
lentielle la quantité aar'"J:c , quelque valeur 
qu'on donne à C. Mais lorfque l'intégration 
fe fait dans la vue de fatisfaire à une quef- 
tion que Ton s'efl propofée , alors cette 
confiante aune valeur que l'état de la quef- 
tion détermine : nous verrons cela par la 
fuitç ; mais , à l'avenir , nous aurons toujours 
foin d'en ajouter une à la fuite de chaque in- 
tégration ; & afin qu'on la reconnoi/Te pour 
telle, nous la défignerons toujours par la, 
même lettre C, 

Des D'iffcremielles complexes dont V in- 
tégration rentre dans la règle fooda-t^ \ 
mentale* , 

8 J. i'- On peut encore intégrer parla 
règle précédente toute quantité dans la- 
quelle il n'entrera point de puiffances de 
quantités complexes , ai des divifeurs com- 
plexes , à moins que ces derniers ne fuffeut 
des quantités conflantes. 

Ainfi pour intégrer ax^dx~\ — ~^-Herfx. _ 
j'intégrerai féparément chaque terme , 
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j'aurai *- + ~ H- ex •+' C. Pareillement 
l'intégrale de ajrV* H — tjO" dcax^dx -H 

A:ï-V:v,eft — -+- — -+-C,ou- — A-+- C. 

4 -î ' 4 J»^ 

86. 2*. Quand même il entreroit des 
puiiïances de quantités complexes, on in- 
tégreroit encore par la règle fondamentale , 
pourvu qu'elles ne fe trouvaffent point au 
dénominateur , Ôc qu'en même temps leur 
expofant fùc un nombre entier poJicîf. Par 
exemple, (d -h i*') x^/^s'intégreroit par la 
règle précédente, en élevant aftueilemenc 
fl-t-ix' à ktroifieme puiflfance, ce qui (///ç. 
149 ) donneroit a'-t- ^a*hx^-h jaè'A-*-*- i*"'**, 
& p3r coniéquenci a-i' ix^/^dx = a^dx-h- 
^a éx'dx -h jai>*x*dx-+- è'x'^dx.f dont l'inté- 
grale , prife terme à terme , eft à'x-h ^^-^ -t- 

87- Comme il n'y-o pas de quantité com- 
plexe élevée à une puiffance dont l'expofant 
feroitun nombre entier pofulf, que l'on ne 
puifle, parla même régie donnée {///^.i-jp)» 
réduire, ainfi , à une fuite finie de monômes , 
on pourra donc toujours intégrer toute quan- 
tité complexe qui ne renfermeroîc d'autres 
parties complexes que des puîffances donc 
i'expofanc feroit un nombre entier pofitîf. 
Ainfi, fi,j'avQis.à ïntégTeigx'dx{a-^l!xy~t* 
Giv 
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a'x^dx (c-I-tf**-4-yà;')*, je développeroîs , pae 
ia règle citée , k valeur de (a -h è^")', & ]& 
multipiierois chaque terme du réfultat , p; 
gx^dxi je développeroîs pareillement la va-. 
Teur de ( f H- fw'-f- fx^y, & je multiplieroîs- 
chaque terme du réfultat , par a^x''d x ; alorSr 
je n'aurais plus à intégrer qu'une fuite d© 
monômes, ce qui eft le cas de la règle fon-^; 
damentale. 

g§. Il faut excepter ici, te cas où quel 
qu'un des expofants étant négatif, il arrive- 
Toit qu'après le développement & la multi- 
plication , l'expofanE de la variable , danî 
quelqu'un des termes , feroit — i;mais dans 
ce cas on intégreroit par logarithmes, 
Par exemple , fi j'avois ^-^ (a-^bx^y. 
ou ax~'^ d x(a-}- hx^y ; je le changeroîs en 
ax~ ^dx{ a' -h 2« è j:° H- h^x* ) qui revient à 
a^x~''dx-^ 2d'bx~''die'^ ab'^xdx , dont 
à^\xx.texmt%a^x~'^dx-\-a(i'xdx ont pour in-i 

tégrale — -+- j mais le terme 

ù.a%x~^dx qui cilla même chofe que zia'b—. 
^ft ( 27 ) ta différentielle logarithmique def 
2aWfl:;enforte que l'intégrale totale eft-?-v 

■'-^ •+• '- "^ 2.a^blx'\~C. 

^9. 3°. Sila quantité diiB[éientieUç ]i»qiSi| 
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pofôe renferme même une quantité com- 
plexe, élevée à une puifTance quelconque 
( dont rexpofant foit entier , ou fra£lionnai- 
re, pofitîf, ou négatif), on intégrera en- 
core, fi la totalité des quantités qui multi- 
plie cette quantité complexe, eft la diffé- 
rentielle de cette même quantité complexe , 
confidérée fans fou expofant tçtal ; ou fi 
elle eft cette différentielle multipliée ou di- 
vifée par un nombre conftant. Il ne iàudra 
pour cela , que regarder la quantité com- 
plexe dont il s'agit, comme une feule va- 
riable , Ôc appliquer mot à mot la règle fan-» 
damentale. Par exemple , gdx ( iî •+- ^;t ) ? eft 
dans ce cas, parce que ^li'x eft la différen- 
tielle de a-^hxy multipliée par y qui eft 
une quantité conftante ; ainfi pour l'intégrer, 

i'écris/^^.C.^- èx> = ^^^^^î±^-^C 

En effet , fi l'on différencie cette nouvelle 
quantité , on retrouve gdx{a-^-bx )^, 
En examinant de même la différentielle 

a^dK-^~zaxdx ' 

^ — - , OU {a'dx H- 2axdx) {ax-+-xx)~^ ,' 

on trouvera qu'elle eft intégrable, parce quft ^^b 
oVA:-4-2fl:ïi/a: eft la différentielle deax'+-xXf, ^^^^Ê 
^tjjtipliée par une conftantâ a. Appliquant^ ^^^H 
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donc laregle, on aura/'(rt'''* -*- iaxiix) (ax+xx) » 

^ "Tc^TT^wTdTj— -^ "^ = " f " * -^ ' *^^ -^ *^- 

Lefeulcas, à excepter, eft celui où l'ex- 
pofane de la quantité complexe feroit — i j 
alors on intégre par logarithmes , ainfi que 
nous le verrons par la fuite. 

DesDifferentlelles Binômes qui peuvent . 
s'intégrer algébriquement . 

90. Nous entendons par diffërentiellebiJ 
rome, celle où la quantité complexe la plua 
compofée,eft une puiiTance quelconque d'uni 

binôme. Ainfi^j;'J.v((iH-è**}^eft une diffé— J 
rentielle binôme. Il en eft de même dô 
gx'"àx{a-^ xb^Y (\m peut repréfenter toutOf 
différentielle binôme, parce que, pa! 
h, m ,n yp, on peut entendre tous les nom-^ 
bres imaginables pofitifs ou négatifs. 

On ne fait pas intégrer généralement;^ 
toute différentielle binôme. Mais on voit , 
par ce qui précède, qu'on fait intégrer une 
différentielle binôme ^;c'"i/A-(fl -4^ bx^^, dans 
les deux cas fuivants. 

1°. Quant p eft un nombre entie rpofitiT 
quelconque, quels que foienr d'ailleurs leSj j 
expofantsrafic n ( 86 ) j àl'exception duc 
mentionné (88). 
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a". Quand l'exporant m de x hors du bi- 
||ioine , eft moindre d'une unité que l'expo- 
Tfant n de X dans le binôme ; c'eft-à-dire,qu'ori 
Jpeut intégrer généralement gx"" 'dxid-t-ix'Yf 
■quels que foient n èc p , excepté le cas où 
wjf== — I. En effet gx'^'dx eft la différentielle 
de ar+^éx"f multipliée par ^^, c'eft-à-dire, 
par une confiante ; on rentre donc dans le 
cas dont il eft queftion ( 8p) ; & par confé- 
quent on intégrera, comme il y a été en-» 
leigné, c'eft-à-dire, par la règle fondamen- 
tale , en regardant a •+■ i^x" comme une feule 
iquantité. 

Outre ces cas , il y en a encore deux au- 
Jtres que l'on peut comprendre en un feul , 
ftc qui comprennent le précédent: nous al- 
lons les faire connoître. 

(01. 1°. On peut intégrer toute différen- 
" tielle binôme , dans laquelle l'expofant de x 
hors du binôme , étant augmenté d'une uni- 
té , pourra être divifé exadement par l'ex,- 
pofantdea-dans le binôme, & donnera pour 
quotient un nombre entier pofitif. Le pro- 
cédé qu'il faut fuivre dans ce cas , pour 
intégrer , ainfi que pour démontrer que cela 
eft général , coniifte à égaler la quantité 

I binôme ( fans fon expofant total ) , à une 
feule variable , ôc à exprimer la diiféren- 
âelle propofée à l'aide de cette variable 
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feule & de confiantes; ce à quoi on peut 
toujours parvenir facilement , en opérant? 
comme dans les exemples fuivants. 

Propofons-nous d'abord d'intégrer gx^d» 

(i3-+-èx') î". Je vois que cette dlifénentielle, 
eft intégrable , parce que rexpofant de x 
hors du binôme , c'eft-à-dire, j, étant aug' 
mente d'une unité, donne 4, quidivifé pac 
l'expofanc 2 de a- dans le bïnome , donnei 
pour quotient 2 , nombre entier pofitif. 

Je fais donc a-^bx^ = z. De cette 
équation je tire la valeur de j:' ; c'eft x' 
^--r^- Je remarque que ^c'i^Af qui précède la' 
quantité binôme , vient ( à un multiplica- 
teur confiant, près ) de La différenciation dqj 
X* quatre de :t ' : j'éleve donc j au quatre 
l'équation jf* =^^"5 & j'ai x* = ^^V^ 
donc en différenciant ; j'aurai. . . . 
^x^dx =2 . [ ^^^ . y , & par conféquei 

x^dx =(llf)l^ =^'^^. Subftituaii 
pour x^dx, & pour (fl-+- èx^), leurs valeur! 
en Zf dans gx^dx{a ~h bx^)^ , j'ai. 
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X à caufe que ^'^ ^ - eft multiplicateur 
commun ) =^fj ( — ' „ ^ " 'N _+, ' 

^^^ — i; — (—2 — f«')-f- C; remettant 
donc pour z > fa valeur a H- i x' , nous 
aurons ^ ( a -H^^^)^"*"' (-^ ( â-+-^ j;') 

9i. On opérera d'une manière fembla- 
ble , pour tout autre cas alTujéti aux mêmes 
conditions. Prenons^ par exemple j gx^àx 

{a -h hx' )'~ ^ , qui doit écre întégrabJe , 
puirquerexporanc 8 augmenté de i , c'eft-à- 
dire,9, étant divifé parl'expofant î de x, 
dans le binôme , donne un nombre entier 
pofitif. Je ferai donc a H-^a' =2 i j'aurai 
>sc^ =^-~ ; & comme x^d x qui précède le 
Iblnome, vient ( à un multiplicateur conf- 
tant , près ) de la différenciation de x^, pour 
avoir x" je cuberai l'équation *'= -^ : j'au- 
ta\x^=C-^j ; différenciant pour avoir *V^, 
j*ai5iJ(M*==5 ■\~r^' T' & par conféquent 
'dx = {^y % La différentielle 
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g^'dx ( a-4- ^a:') ~, fe changera donc ed 
g . (^) . "|--~^> ou { en faifant les opé* 
rations indiquées, c'efi-à-dire , élevant— 7-^ 

au quatre , & multipliant pacz~ V ^*' ^ dz 
_ ^l.^'-U^ ^ ;-■»'■£; j dont l'intégrale 



eft. 



8''; 



-, ■*■ Ci 

.î",(5-r) ;«•(>-;) . î»'(>-7) 
qui , à caufe du multiplicateur commun 

4:«'~\feréduità -T-.e 
-t-C,ou4-,^"'('-i'- 



ou enfin , en remettant pour z , fa valeur 
tf H- bx^ y l'intégral e eft -^ ( a -h ^ ^c' )' 
(i ( a -f- ^ :c')*— -^(.1 -H A;c') H- 3 a*) -4- C. 

Telle eft la méthode qu'il faudra fuivre 
toutes les fois que l'expofant de x hors du 
binôme , étant augmenté d'une unité, fie 
divifé par l'expofant de x dans le binôme , 
donnera pour quotient , un nombre entier 
poiïtif. 

9 3- 2°. Quoiqu'une quantité différen- 
tielle binôme ne foit pas dans le cas dont 
nous venons de parler, il arrive néanmoins» 
aïïez fouvent, qu'on peut l'y ramener , à 
l'aide d'une préparation affez fimple, fit quî 
confifte à rendre négatif l'expofant de *' 
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IBans le kînome , lorfqu'il efl podtif , ou 
pofitif lorfqu'ii eft négatif. Pour cet efitt , il 
faut divifec ies deux termes du binôme par 
la puiffance de x qui fe trouve dans ce 
Kiinome , âc multiplier hors du binôme , par 
Hpette même puiiïance élevée à la puiflànce 
^narquéepar l'expofant total du binôme. PaC 
exemple, pour rendre négatif l'expcfanc 
2 de .¥ , dans le binôme ^ x*U je ( a -4- é jc*) ' , 
Je divife a-t-èx^ par x' , ce gui me donne 
gx*d.x Q^-hi'') j ou gx*iix {ax~^ 'h 6)' ', 
mais comme la quantité x* par laquelle on a 
divifé , eft cenfée élevée à la cinquième 
puiffance, puifqu'elle eftcomprife fous l'ex- 
poiànt total y du binôme, il faut, parcom- 
penfation , multiplier au-dehors , par (.v*)^ , 
c'eft-à-dire , i /J/g. 113 ) par x'% ce qui 
àonne g x'*d X (^a x~'^ ~h hy. 

En appliquant cette préparation, on trou- 
B^era que plufieurs différentielles binômes 
Bbi ne feroient pas comprifes dans le cas 
précédent, y revlendronr. Par -exemple , d 
l'on me donnoit à intégrer ' A j ou 

aaàx(aa -+- xx)~^; je vois que l'expo- 
fant de Jf hors du binôme, c'eft-à-dire , o, 
étant augmenté de i, ce qui fait 1 , ne peut 
être dîvifé exadement par l'expofant 2 de * 
dans le binôme ; mais j'aurois tort d'en 



L 



112 Cours 

conclure que la quantité propofée d^eft p« 
intégrable ; car fi je rends négative la puif- 
fance de x dans le binôme > en écrivant 



aa{x^) — \dx { aak^'^ -^ i ) "^ qui fô 

réduit à aax^'^ dx{aax^'^ ^ i)'^'^ y je. 
vois alors que *— 3 augmenté de i , c'eft- 
à- dire , — 3 H- i ou — 2 , étant divifé par 
TexpoCant — 2. de ^ dans le binôme > donne 
pour quotient un nombre entier pofitif : ainfi 

fàifant aax"^ -4- 1 =2 • j'en tire ^c*"* = -^' ; 

& comme x''^dx tû {kun multiplicateur 
confiant , près ) la différentielle de a; " ^ , je 

difFérencie, & j'ai -^ ix^^dx = — . d'où 
je tire x^^dx = — — ^. La différentielle 

àax^'^dx {a a x'^'^A^i y 1 {q ch^ngt donc 
enllî^. z-k, ou^^% dontFintégrale 



I-T 



eft f^^- ■■ + C, OU z" r -+- C , OU ( en remet-^ 



tant pour 2 fa valeur) (^^^"*-f-i) -th- C, ou 
!/■ — ir- h C, qui fe réduit à '— - ' -H Ck 

y aax -l-i ^ y aa^xx 

Ainfi le procédé pour intégrer , eft le riiêrhô 
dans ce cas , que dans le précédent. 

P4- Nous avons fuppofé qu'il n'y àvoît 
de puiffance dé x^ que dans l'un des deux 

teriiieâ 



^^^^ DE Mathématiques; 115 

^■ermes du binôme. S'il y en avoit dans tous 
^5es deux , on rameneroic la quantité à n'enr 
avoir que dans un , en divifant le binôme 
far l'une des deux puiffances de x , qui fe 
trouvent dans fes ternies , & multipliant au 
dehors par la même puifTance élevée à la 
puilTance marquée par i'expofant du binôme; 
& cela par la même raifon que nous venons 
de donnée (95 ) , pour rendre I'expofant né- 
gatif. Ainfi j a l'on me propofoit d'intégrer 

■■ j : . - , ou aax-^dx{ax-+- xx) '^jjt 

le changeroîs en aax~ * ( k) ^x (a-f-x) ' , 
fin divifitit le binôme para: , & multipliant > 

au dehors , par x élevé à la puiflance " ^ quî 
efi celle du binôme. Cette quantité fe réduit à 

aax ' dx(a-hx) '■' Si on lui applique la rè- 
gle du i"cas (pi) , on ne trouvera point que 
cette quantité foit intégrable; mais en ren- 
dant négatif i'expofant de x dans le binôme ,' 

oazux^aax~'. {xy^dxlax'-'+i) 'fOuaax~^dx 
(a x-^ -4-i)~^qui (p3)eft intégrable. Faifant 
donc ax" ' -Hï=2 , on aura x~ '= — ^ i diffé- 
renciant.on a ^ «~ *fl*= — * ou x~ *fljf= — ; 

Édonc fl(i^-id:v((7x-'-i-i )~~ fe change Mb 
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^~adz,z~ ', ou — az~ '■'dz, dont l'int^graîe • 
1^-^Cy ou — 2^s'-}-C, ou(enremettanc " 
pour 2 fa valeur ) — -£aC_a.v~'-+- 1) ' -h C, 
en enfin — s. a y 7 "1~ i -H C. 
^ Lorfqu'on aura fait fur une djffifrentîd 
fcinome , l'examen des deux cas que nous viS 
■ nons d'expofer , fi elle ne fc: rapporte à ; 
cun , alors il eft inutile d'attendre une incé- 
graJe purement algébrique. 

Quant aux diiFtïrenti elles trinômes , qua- 
trinômes , &c. c'eft-à-dire, dont la quantitj 
complexe renferme trois , quatre , &c 
termes, elles font intégrables dans lescd 
énoncés ( 8 j &fm'o.). Il y a encore quelqua 
cas où elles admettent une inti^grale ;"^ 
brique; mais ces cas font en fort petit nort 
bre, & fe préfentent rarement ; ainfi noW 
ne nous en occuperons point ici. 

Nouï donnerons plus bas la méthode de découvrir celles < 
fontîniégriibles; & celles dont l'intégrale peut être iap{ 
à une intégrale donnée. 

Application des règles précédentes , à \ 
quadrature des Courbes. 

ç 5 ■ Pour trouver la furface ou ( ce <m 
revient au même ) la quadrature des iiga 
courbes , on fe repréfente ces lignes comni 
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|pës poligones d'une infinité de côttjs ; &, 
fies extrémités Mècmâe chaque côté ( Fig^ 
34), on imagine les perpendiculaires MP f 
tnp , fur l'axe des abfcifles , ce qui décom- 
pofe la furface en une infinité de trapèzes in- 
finiment petits. Alors on regarde chaque 
trapèze, tei que P/) m A/ comme la diffé- 
rentielle de refpace fini ^ PM ; parce qu'en 
eSet , PpmM= ^pm — y^ PM = di/1 PM) 
(6). Il ne s'agit donc que d'exprimer al- 
gébriquement le petit trapèze P/j m A/, & 
d'intégrer enfuite cette expreflion , à l'aide 
des règles précédentes. 

Mais en confidéranc PpmMcomme difFé- 
rentielie de la furfàce , iJ faut remarquer t 
qu'il n'eft pas plutôt la différentielle de la 
furface comptée depuis l'origine y? des abf- 
cifles , qu'il n'eft la différentielle de tout au- 
tre efpace KPML compté ^depuis un point 
£xe êc déterminé K j puifqu'on a également 
%niM== KpmL — KPML = d { KPML ). 
Jîonc , lorfqu'on intégrera , on n'a pas droit 
pattribuer l'intégrale que donnera immé-* 
Wiatementle calcul,plutôt à l'efpace A PM ^ 
ïqu'à tout autre efpace KPLM qui en diffère 

' d'un efpace déterminé 6c confiant KA L. 
11 faudra donc ajouter à l'intégrale trouvée 

[le calcul , une confiante qui exprime ce 
,t refpace que l'on a deffein de détec- 
Hij 



it* 
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miner , diffère de celui que donne îmni 
diatement le calcul : nous verrons dans les 
exemples que nous allons donner, comment 
on détermine cette confiante. Cherchons, 
d'abord l'expreffion de VefpzccPpmM. 

Nommons AP^x; PM^y; nous aurotu 
Pp = dx f pm ==y -+- dy. La ftirface du tra-^ 
fezePpmM{Géom. 148) eft ''^"^^'" x Pp = 
IZlLiZ^dx^ydx-^^-^^ Mais poi 
primer que dyà^dx font infiniment petits , it '■ 
faut rejetter-^^qui eft infiniment petit à | 
rdgarddeyij;,' onaura àoncydx pour l'ex-- < 
prefTion générale de la différentielle ou dôJ 
réiément de la furface de toute courbe. 

Pour appliquer cette formule à une furJ 
face propofée dont on auroit l'équation, i 
faut tirer de cette équation , la \aleur deyi 
que l'on mettra'dans la formule ydx i^lom 
on aura une quantité toute enx ëc d x ^ qui J 
ïorfqu'elle pourra être intégrée par les re-J 
gles précédentes j donnera , en y ajoutanta 
une confiante, l'expreffion de la furface dd 
cette courbe , comptée depuis tel pointt 
qu'on voudra. Il ne s'agira plus que de déJ 
terminer la confiante ; ce que l'on fei'a eii 
exprimant de. quel point l'on prétend comp^ 
ter la furface i nous allons voir coramenq 
cela s'exprime, 
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Prenons ^ pour exemple , la parabole ordi- 
naire, qui a pour équation yy=px. î^ous 
aurons y=i/' p x = prx\; donc^A-devien- 
<Jra pixidx't or l'intégrale de cette quan- 
tité (^)eftï'.^Jii-+-C, ou^^pUi -hC; 

cette dernière expreflîoa eft donc celle deli 
furface de la parabole ienforte que connoif- 
fant rabfciffe K , & le paramètre ;;, on auroït 
la valeur de l'eipace y4 P M, ou de refpace 
KPML compté depuis un point de'termi- 
né K , fi la confiante C étoit déterminée , 
c'eft-à-dire , fi cette intégrale exprimoit ac- 
tuellement de quel point on compte^ 

Suppofons donc que nous voulons comp- 
ter les efpaces depuis le point y^; alors on 
aura A PM = jp^x^ -4-C. Pour favoir ce 
que doit valoir C, pour que cette équation 
aie lieu, il faut reroarquer que lorfque x de- 
^yient o, VeÇ^icc /4 PM eft aiiffi zéro ; dans 
■te cas l'équation fe réduit à o = o-+-C; 
^■onc C=o; donc pour que l'intégrale ex- 
^Xrime les efpaces comptés depuis le point A^ 
il faut que la conftante C foît zéro j c'eft-à- 
«lire, qu'alors il n'y a point de conftante à 
ajouter, & l'on a , en général , l'efpace indé» 

Mais, fi l'on vouloit compter les efpace» 
iiepuis le pointiC telque^K = è ÇA étant 
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une quantité connue) ; alors on auroïé' 
KPMl=y f' x\ -î-C; or ces efpaces KPMH ' 
deviennento , lorfque ^P ou x devient=è^- 
on a donc alors 0=7 ;?' M-^C ; donc C= 
.— l/^îifj & par conféquent KPJ^L 

On voit par-là,a quoi fert la confiante quel 
l'on ajoute en intégrant , & comment rétat| 
de la queftion , feui , peut la déterminer. 

Remarquons que jprxr = fpjxi ï<*B 
ov p' x^ =y ; doncf^i ar? ou ^p-xi x x ■■ 
jxy; donc puifque ■j;7i^;c^exprime i'efpacd 
yi PM , cet efpace auraaufli pour exprefliojl 
jxy, c'eft-à-dire, y ^PxPyW, ouïes id 
jeclangle ^PMO, quelque foit yi P. 

Pareillement -p^bi = ^pièixÔ; or^ 
lorfque X = /1K = b , l'équation y y =-^*| 
donne^jy = pb,èL par conféquent jf =!ptl>îf 



c'eft-à-dire , KL - 



\ b\; donc ^p^ Bi oél 



^pï b'Hh^^jKLxAKj donc , puifqu 
refpace KPA^L a pour exprellion j/jt*! — 
-^p r ^ i j il aura auffi pour expreffion -APlk 
pM —^AKxKL, c eft-à-dire , f A PMÛ 
^\AKLI. ' 

La parabole eft la feule des quatre feÛîoilj 
coniques , qui foit quarrafale. 

Prenons pour fécond exemple , les para 
baies de tous les genres, dont l'équatiqi 
(jq) eft _)'"'+" = a"*"; nous aurons, 
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Jy^a^x' = a"+"x»+«; donc . . ; 
yJx = a'-^-'x^+^dx , dont l'intégrale' 
eH £«2i; -t- C, qui fe idduit i 



m+n 



nj-m-t-ti -t-C, qui eftl^mêmc 
chofeqHe^j3^d™+«x'"+'' X x 4- C, ou 
(à caufe que 3' =a"'-*-"a:'™^-'') fe réduit 

à£^ — ^ '■'^ y "*" '^^ Enforte que fi l'on veut 
compter les efpaces ^PM depuis l'origine A 
des X ( Fig^. JS"), ce qui exige que l'intégrale 
foit zéro , quand A PM eft zéro , 6c par con- . 
féquent quand x eft zéro , alors la conftante C 
cft zéro , Ôc l'on a fimplément^^^:i;^ ; 

ç eft à-dire, que l'efpace >^PAf eft toujours 
une portion déterminée du produit^ a: ou dir 
reûangle APMO; il en eu une partie ex- 
primée par la fraflion — — — , dont la valeur 
dépend de celles de m & de n; c'eft - à ■ dire^ 
du degré de la parabole. Ainfi toutes les pa- 
raboles font quarrables. 

On trouvera , de luéme , que toutes les hyperboles rapportées 
ileursaJ/m^totes^excejté l'hyperbole oïdinaircj fontguar-i- 
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rabW. Maîi comme dans la détermination êe la coRfiatltfl 
on trouve quelquefois une quantité inAuie , il n'elt pas inntïle 
d'examinçi ici ce qu'elle fignifie. Soit doncy'"=a"' *"" 



l'équation de ces courbes : os aura y = a x ; dooc 

jdx=a * ii;c .dont l'intégrale eft a * M-Cj 



4-C; quantité où il n'y i 



I 



'difficulté pour déterminer Ii confiante , Icriquc m (tir- 
cafTen. Mais lorique m eft plus petite que n , on trouve une 
quantité infinie pour confiante, lorfqii'on Tcut compter le» ' 
erpace! depuis l'origine des *; & utie quantité finie , quand 
• en compte Je tout autre point. Suppofons , par exemple » 
m = I & n = X ; auquel cas Téquaiion cft y = a' x~ ; la fur- 

face fe réduit alors à — a' x~'-f-C, cmC-— . Donc fi 
l'on veut compter les efpaces depuis l'origine /Ides Kjilfau- 

'draqueC foitzéro, lorfque * = o-, c'eft-à-dire, qu8 

C =-o> &parconréquentC= — , c"eft-il-dirc, eft in- 
fini. Au contraire, C on veut compter les elpjces depuis lo 

eoiniA", tel que ^7f = è, onaC- •-■ =o, qui ttonne C= 
yoici ce que ceU fignifie. ° 

La courbe qui a pour équation y=:a' x' * o» >:= — l'fc i 

tend à l'infini 'le longdesafymptoies ,4Z , ÂY(Ftg.^6)i mab'l 
("approche beaucoup plus près de l'afymptote A Z que de l'a.-* 
^mptotc AY\ car lorfque ^ ed infinie, y efl infinitoent p0w- 
li[ du fécond ordre; an Heu que lor/que ji eft infini , xn'cft'1 
infiniment petite que de l'ordre \\ donc fi l'on compte les'I 
efpacCî depuis l'alyrapioie AY, ils font infinis, parce qua j 
l'efpac^ compris entre cette afymptote & la branche infini^ \ 
^ £ , eft infini. Ainfi , il n'eft pas poITîble d'afligner les efpa- J 
c« APIA% comblés depuis l'arym^iioie Aï, Au coatrai^^ 9 
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^Pps efpaces compris entre h branche fi M & rafynipCote AZ 

^çjuCqa'à l'infini, ont une valeur finie, parce qu'après un in- 

leri'alle affez court, la branche s'approche très -rapidement 

d^ fon alymploie , enforie que l'elpnce inSnimeiti long 

KLMOZ a pour expreffion —■ , ScPMOZ=:— ; & par 
Cùnféquent KLMP=^ — — ^ . D'où il fuit, que quoi- 
qu'on ne pui/Te pas avoir les efpaces comptés depuis AV, 
on pcui néanmoins avoir les efpaces KLMP comptés depuis 
un point K pris fi prts qu'on le voudra de .-I V. 

Prenons pour troifieme exemple,la courbe 
qui aurûit pour équation_y = ''''*"'' ■, & que 
l'on reconnoîtra avoir la figure marquée 
( Vig. 57 ) , en donnant confécutivement à x 
des valeurs arbitraires, & une valeur déter- 
minée à il. d 'j 

On aura donc^i^A: =ï — !rU^ ^^^^ l'ji^^ 

tégrale(83) eiïfydxou^PM= ^-"'"l~'* +Ci 

& fi l'on veut compter les efpaces A P M 

depuis le point y^ origine de? a:, il faut que 

» tette intégrale devienne o avec x , ce qui 

H^it voir que la confiante Cefl zéro. Enforte 

B^ue l'efpace indéfini APM eft Amplement 

^fc^^^^^^. Et en généra! , fi la valeur de^ n'eft 

^Bompofée, comme dans le cas préfent , que 

de monômes , on aura toujours aifément la 

furface ( Sy ). 

t^6. Nous avons vu {Alg. 4.13 ) corn- 
ent, à l'aide de l'Algèbre j on pouvoic 
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imiter un contour quelconque j4BCD ( Fî^4 
58), en faifant paffer par un certain nombra 
y^,B,C,D,defes points, une ligne courbe donK 
i'équation auroit cette forme >- = Li-Hi:s -t-« 
f «*-f- eA-'-f-/,v^6cc ; & comment on devoicl 
déterminer a,b ,Cf Ôcc pour cet effet. Sup-J 

i lofons maintenant que l'on voulût trouver^ 
a furface ABCDLKy quoiqu'on n'ait pas 
i'équation de la courbe A HC D. 

On feroit paffer {Alg. 41? ) par un cer-Jl 
tain nombre de points A ^E, CyD una 1 
courbe AcBfCgD , qui fe confondroit avec 1 
celle-là, d'autant plus intimement, quortj 
prendroit plus de points ; & comme alors! 
on auroit i'équation de cette dernière i oitl 
pourroitla regarder comme l'équation de laj 
courbe ABCD , du moins dans l'étendueT 
ABCD; mais cène équation étant alora 
de cette forme ^ = a -Hi w -+■ fx'-+-f a:'^ 
&c. dont tous les termes font monômes >l 
on auroit aifément ia furface , félon ce qui 
vient d'être die. On peut appliquer ceci à lu 
mefure des furfaces des coupes des vaiM 
féaux. 

Fo général , on peut l'appliquer i trouver par approidma^ 
lion , ies fiirfaccs des courbes, & l'intégrale approchée dei 
cjuaniit''^ qu'on ne peut pas intégrer exJflemeni. En eiïé( 
loute différentielle peut être regardée comBie exprimant l'éléil. 
ment de la lurfaced'une courbe , dont.l'ordonnée leroit égal»* 
atout ce que J):mul"'p]Ie; par exemple, dxv a a -i- x x tKÂ 
1 élément lie la lûrface de la courbe gui auroit pour ordonnégP 



f r E Mathématiques; ïif' 

H^esiK aa-f-K sr. Ainlî, calculant par le moyen de ceiteéqua- 
■lion, quelques valeurs de _>- pour quelques valeurs de >, Se 
'' feilânt pafler par les extrémités de ces ordonnées, unecourbo 
, de la nature de celles dont il vient d'être qucllion, lafutfece 
de celle-ci étant trouvée , (êroît la valeur approchée de rinié- 
grale de à xV a i-J-i *idans l'étendue qu'on auroîi donnée à jr. 

Prenons encore un exemple. Ce fera 
celui de la furface de la courbe, qui a pouir 
équation a^yy = jc* (^ï' — x^) i cette équation 
donne_y = ±~ ^/ «H-'-»') = ^ Ji_ ^a.—^^ ; 

donc ( en ne prenant qu'une des valeurs 
àey)jydx ^^-t^i/'^IT?'^ ^ U' — ^')^ ; 
or cette quantité eft intégrable (89) parce 
que x'^d x eft la différentielle du terme «' qui 
eft dans le bîiiome , dîvifée par le nom- 
bre confiant 5. Donc (Sp) on a . , . . • 

A l'égard de la confiante C, on la détermi- 
nera en décidant de quel point on veut 
npter la furface. 

■ , On peut encore trouver la fiirfacc des courbes en la décom-' 

Ibfant en triangles , au lieu de trapèzes. Par exemple , on 

Surroit trouver la furface du fegtnent iJNO (Fjg. 34 J, en 

confidérant comme compolê d'une infinité de triangles infi- 

tent petits, tels que^Qj. Ce (ri^gle auroitppuiexpiel^ 

— i — ~ ,«1 abailTantla perpendiculaire £_/, oufce qui 

revient au même) en décrivant du centre AScAv rayon AQVztz 
infiniment petit Qt. Alors nommant ^Q,/, & l'arc Qï,d«; 
on auroii ^ç=i-f-if t , & par conséquent le trjangle A2_q 
lA-dt tàx àtix , , ,. tdx 



i 




t peiiis. H ne i'agiroit plus que d'avoir l'équation rntr»' 
* tsi I, pour pouvoir metue au lieu de t ù valeur en x, SC 

intégrer. ■ 

'Application à la recllficaùon des lignes^ 
courbes, 

97. Rectifier une ligne courbe, c'ert 
déterminer fa longueur , ou affigner une li- 
gne droite qui lui foie égale , ou égale : 
arc propofé de cette courbe. Voici commenc 
on y parvient quand cela efl poflïble. 

En confidérant toujours la coxube ÂJ\^ 
(Fi^. 54), comme un poligone d'une infinité 
de côtés , le petit coté Mm peut être re^ 
gardé comme la différentielle de l'arc A M^ 
parce que Mm^=Am — AM= d{y^M)i 
Or en menant Mr parallèle à AF, on î 
A/m=KjWri-Hrm' = VdT^ dy' i il ne s'agic 
donc que d'intégrer v^d>c^-i-dy'. Pour cet effec 
on différenciera l'équation de la courbe , " 
en ayant tiré la valeur de dy exprimée en, a 
6c dxiou celle de dx exprimée en^ Sx. dy j 
on la fubflituera dans j/'dx'-^dy'- qui ne con- 
tiendra plus que des x & dx*, ou des^ & dy' 
on fera fortir dx' ou dy' , hors du radica 
{y4lg. 1 1 1 ) , & l'on intégrera. 

Pour en donner un exemple , prenona 
parmi les paraboles généralement expriméei 
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Çizr y"'+" = a"* x" jCelle qui a pour équa- 
tation particulière ji' ^ax* , nous en tirerons 

Pi'=^6c x^iy doncdx:=^ii^iec 
dx* =^ — - ^ - ; donc K'di^TTy' = . . • 

I Or, cette quantité s'intègre aifément (50), 
puifque l'expcfant de^ hors du binôme, eft 
moindre d'une unîcé que dans le binôme, 

OnauradoncP^K '-*-^ oufdyQ-h^^i 

A regard de la confiante C, voici comment 
on la déterminera. Si c'eft depuis le point /îg 
origine des j , que nous voulons compter les 
arcs /î M, il faudra que l'intégrale , ou la 
valeur de l'arc A M, devienne zéro en même 
temps que^. Or,lorfque^ = o l'intégrale 
fe réduit à — ( i)t-+- C ou — -I-C; on a 

donc— -t-C=o; donc C= -, Donc» 

la longueur de l'arc quelconque AM compté 
iiepuis le fommet A , eft ^ (n- ^ ) -" — A 



k 



Si l'on veut (avoir quelles foni les 
i reftîfiec, on le trouvera en c 



parabole; ^ue V 
qui appariienc à ces courbes , don 



Faifons , pour fimplifier , - 

Il ■ i 

=:/}fiouîauroni>=(i * ;(ioncd>=ifl 

*' ; donc V Ax' 

■= àxvr:—;r. 



quantité qui n'eft intcgrable Jans cet ciat, que lorfguez/ 
1=1. Mais fi l'on change le lîg rie rfg l'expoftnt de s ' 



le radical, on aura *' ' dxV ^~-i-^'-^i->- ^^t. gui (j, 
eft intégrable fi /-i augmenté d'une uniiéj & diviré par — 
4>i> donne un nombre entier pofiiif; c'eft-à-dire 

1 nombre entier pofiiif. De-là on tire i = , 



)r/=- 



} donc - 



; d'où «1= — ; ainiî les paraboles gui peuvent^ 

lediiiées, (ont celles qui £bnt comprîtes dans l'équaC 

y * ' ^ a^ ' *", ou C en extrayant la racine du degré' 
ir + i I 

y ^' =a'-'Xyt étant un nombre entier pofitif quelconqi 

Application aux Surfaces courbes. 

58, Nous nous bornerons auxfurface 
des folides de révolution. On appelle aïn 
les folides que l'on conçoit engendrés par ' 
mouvement d'une courbe A M Fig, 52 )• 
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^î tourneroît autour d'une ligne droite^/', 
II faut concevoir que tandis que la courbe 
' ^^M tourne autour de Â P, le petit côté Mm 
décrit une zone , ou portion de cône tron- 
qué, qui eft l'élément de iafurface, & qui 
(Géom.220) eft d^al au produit de Mm 
par Ja circonférence qui auroit pour rayon 
la perpendiculaire menée du milieu de Alm 
furAP, ou (ce qui rcvicncau même , puif- 
que Mm eft infiniment petit) par la circon- 
férence qui auroit pour rayon /"A/. Or l'arc 
Mm = î^dx'-t-dy' i & Cï l'on repréfente par 
/ : f le rapport du rayon à la circonférence 
d'un cercle, on aura t- : c ::y eft à la circon- 
férence qui a pour rayon PM, laquelle fera 
— ; on a donc ^ f/ jx'-i-dy' pour l'élément de 
la furface des foHdes de révolution. 

99. Pour appliquer ceci , fuppofon» 
qu'on demande la furface de la fphere. Le 
cercle générateur y^AfB , {fig- 40 ( a pour 
équat!on^3'=iï.v — xx , en nommant y^P,*; 
& P M j y. Donc , y = Vax — «i & . . .' 

, -adx — xdx , j 1 ^aadx'—t(xdx^~i-x^dx* 

dy=-y^^=^a.oï^c dy^=- - 



K-"^ 



donc Vdx'-^dy' =J/^dx'^ . 



Subftîtuant donc dans la for-î 
ï? leurs 



riule ^ Vdx'^i^dyj pomy Sx. yi 



Cour 



valeurs j on aura 



ci^û. 



•K^ 
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rtîduit à , dont i'intdgrale eft' — -h C 

ou finiplement ^— ^ en comptant la furfac^ 
depuis le point A. Ol^ — , ou -^— . x ex-' 

Erime lafurface du cylindre qui auroit poun 
afe un grand cercle de la fphere , & j 
pour hauteur; ce qui s'accorde paifaitemert 
avec ce qui a été démontré ( Géom. 222). 

100. Si l'on veut avoir la furface du 
paraboloïde , ( c'eft ainfi qu'on appelle iJ 
folide engendré par la révolution de la para^ 
bole AM ( Fïg. 3P) , autour de Ton axe ) ; on 
a pour équation jK 3'=;' a: ; donc x=;^j 



aj..=y:ïi,&<i:«'=i 



- ; àoncVdx^-\-à4 



_____ ''' iT ^' - 

~ydi--{.jy devient ici , -^* I^i 



quantité qui eft intégrable (po) , & dontj 

t2Ly 

i£^-*-C, quiferë- 



1 intégrale eft — ^^ 



duità^(^')^-hC. Or pour que cettâj 
<iuantité exprime la furface comptée depuM 
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K fommet yf , îl faut qu'elle foit zéro , 
Iquand ^ = o ; mais , dans ce cas , elle de- 
vient^^ ( 1 )"ï" -h C, ou ^-H C ; on a 
donc^-t-C=o; c'eft-à-dire, C=— . 
^~ i donc la furface du paraboloïde indé- 
UniAMLA eft^-^C.-4-'^"y— ^-^'. 

Bî^_^//ci2r;£?« ^ la mefiire des Solidités. 

I o I. Pour mefurerla folidité des corps, 
on peut les imaginer compofds de tranches 
infiniment minces & parallèles entr'elles ; 
ou bien les imaginer compofés d'une infi- 
nité de pyramides, dont les Commets feréu- 
. nilTent en un même point. Lorfqu'on fe les 
repréfente comme compofés de tranches in- 
finiment minces , ôc parallèles entr'elles, la 
différence des deux furfaces oppofées qui 
terminent chaque tranche , eft infinimenc 
petite , ÔE par conféquent on doit l'omettre 
dans le calcul, fi l'on veut exprimer que cet- 
te trancAie eft infiniment mince. De - là il 
fuit qu'on doit prendre pour exprelfion de 
la folidité de cette tranche , le produit de 
l'une de fes deux bafes oppofées , par fa hau-'' 
teur infiniment petite. Par exemple , fi jg 
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confidete la pyrumide S ^BC (Fig. ^i) cod 
mecompofée detranches infiniment mincej 
telles que abcdef; je puis prendre po 
niefure de cette tranche , le produit de ] 
furfaee ^ è c ou de la furface c/f/par l'épaid 
feur de cette tranche. [ 

De même , fi je confidere le folide de réj 
volution engendré par la rotation de la c 
be AM, autour de la droite ^P [Fig. jp), 
je le confidere comme compofé de tranchea 
parallèles entr'elles & infiniment minces , jm 
dois prendre , pour mefure de chaque traa4 
che , le produit de la furface du cercle qui a 
poiu- rayon FAf , par l'épaiffeur Pp. 

Ce principe pofé , voici comment 
évaluera la folidité de tout le corps, 
confidérera chaque tranche comme étan 
différentielle du folide, parce qu'en effet Ij 
tranche MmlL eu —Aml^ — AMLj 
= d{AMLA) ; & ayant déterminé l'expre(î 
fion algébrique de cette tranche , on i'intéJ 
grera. 

Par exemple , s'îl s'agit de la pyramide 
S^BC : fuppofant que la furface ABC de \ 
bafe , cft égale à la quantité connue ii , & i 
hauteur ST = h, on repréfentera par *! 
diftance i^"' d'une tranche quelconque ; 
qui donnera dx pour l'épaiffeur de cett 
tranche. Quant à la fucface abc , on ' 
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ferouvera ( Géom. 20 1 ) par cette proportion 
''~^':St^:: ABC: aie ,■ c'eft-à-dire, h h: 
%bc = -rr~» ^'"fi '^ folidité de la 
ïanche fera— ^^, dont l'intégrale eft — -^ 
• C, ou fimplement -^, fi Ton compte la 
folidité depuis le fommet S. Cette quantité 
qui exprime la folidité de la portion pyrami- 
dale quelconque Sabcf eft la même chofe 

que-7-~x — , qui n'eft autre chofe quCii^c >t 

St . ) , 

— î ce qui s accorde avec ce que nous avons 

idémontré ( Géom. 240 ). 

102. Quant aux folides de révolution ^ 
on peut avoir d'une manière générale , l'ex- 
preflion de la tranche élémentaire , ou dif- 
férentielle. En efîet , fuppofant que r : c 
marque le rapport du rayon à la circonfé- 
lence , on aura la circonférence qui a pour 
rayon P M ( Tig. 39 ) ou j' , en faifant 
cette proportion r : c : : y : — ; fi l'on multi- 
plie cette valeur —de la circonférence qui a 
pour rayon PM, par 7^ moitié du rayon ^ 
on a— pour la furface, laquelle étant mul- 
tipliée par l'épailTeur Pp oud x , donne*^-^^ — 
pour l'exprefTion de l'élément de la folidité 
de tout iblide de révolution; Pour en faire 



ufage dans chaque cas particulier , il n'y aura 
autre chofe à faire, que de mettre, au l'aT 
de>',fa valeur ena: tirée de l'équation de! 
courbe générarrîce ^My & intégrer. 

103. Prenons , pour exemple, le fpb 
roïde engendré par U révolution de l'ellip 
autour de fon grand axe ( F/g. 42 ). L'éqûj 
tion de i'ellipfe e& yy^=— {ax — xx) j > 
nommant ^P , x ; FAÎ, y; &c les axes ^ 
èc D d j a àL ù. l^a. formule ^^^ — - , devien 

donc - — dx ( ax — xx ) , ou . C axdx-» 

dont l'intégrale ^^—^-^Q^ t-)"*"^* ^ 

fimplcment ( 1 fi Ion compi 

U folidité depuis le point ^. 

Pour avoir le fphéroïde entier , on fuppo- 

fera x=AB=a , 6c l'on aura - — >^(- — ^ 

qui fe réduit a , qui eft la même chofe 

cbb ''■'' cbh , cbb 

que~Xj(ï,ouque j^ Xy a, or— expri- 
me la furface du cercle qui a ^ ou Dà poii 
diamètre ; &~ xaexprimeroit, parconfi 
quent , la folidité du cylindre circonfcritl 
i'elHpfoïde ; donc puifque la folidité de Iq 
lipfoïde eft iciy-Xyiïj il faut en conclm 
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V|ue la folidité de rellîpfoïdc eft les 7 de celle 
'du cylindre circonfcrit. Et comme la fphere 
n'eft autre chofe qu'un ellipfoïde dont les 
deux axes font égaux, la fphere eft donc 
aulTi les ~ du cylindre circonfcrit , ce qui 
s'accorde avec ce que nous avons démontré 
( Céom, 2^6 }. 

I04- Si l'on vouloit avoir la folidité 
comptée depuis un point déterminé K , tel 
que AK = ei alors on prendroit f intégrale 

générale ^-^ ^^^ — )-hC; & puiTqu'on 

veut que la foUdité commence au point K , 
il faut que cette intégrale devienne o en ce 
même point, c'eft-à-dire, lorfque A-=:f; 

or dans ce cas.elie devient ^—('^- i."\+cï 

donc-^f j-+-C = o, fie par con- 

féquent C= — ~7^C"^ ~i) ' ^"^'' '* 

folidité , comptée depuis le point K, a pour 

expreflîon ^^j^\— t) — ;j^a \1. t)' 

C'eft-là rexpreflion d'une tranche de fphé- 
loïde elliptique comprife entre deux plans 
parallèles , auxquels l'axe eft perpendicu- 
laire j & dont la diflance eft =ï * — e. 

On peut , par cette formule , calculer la 
folidité, fie par conféquentla pefanteur des 
! mâts & des vergues des vaiffeaux, parce que, 
I ii; 
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félon ce que nous avons dit ( y^lg. 30 f ) » 
font des ponions de fphéroïde elliptiq; 
Cette même formule peut fervïr auffi à nu 
furer la capacité des tonneaux , dont la fu 
face extérieure pourroit être regardée cou 
me portion d'un pareil fphéroïde. 

105. Prenons, pour 2** exemple, le parabi 
loide {T\g. 351). L'équation delà parabole 
yy=apx\ ainfi la formule-^^ — ^ devient ^^^ 
donc l'intégride eft~ -t-C, ou^x^ •\- ( 
ou ( en metta;it pour px , fa valeur y y 
^ X - -*- C Si l'on veut le folide , à com| 
ter du poinc /4 ,■ alors , comme ce fo 
Ude eft zéro , quand * eft zéro , la conflante 
doit être zéro, & la foUdité fe réduit 
— X-; or"^ exprime la furface du c< 

çle qui auroit PA1 pour rayon , ou la ba 
du paraboloïde AMLA ; donc le parab 
loïde efl la moitié du produit de fa bafe, p; 
fa hauteur x\ donc il eft la moitié du cyÛ 
^re de même bafe fit de même hauteur. 

Si l'on veut compter la folidité depuis \ 
point K. connu , & tel que AK= e ; alors 
folidité devant être zéro au point K , c'eft-i 
dire, quand *=ej l'intégrale générale dç 
f cre zéro dans ce mênje cas j c'eft-à-dire , qi 
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r^ H- <^) devenant ^ -i- C, doit être o; 

donc ^^-+-C=o ; & par conféquent C = 

--— - ; donc la foIJditd d'une tranche de pa- 

\ raboloïde , comprife entre deux plans parai- 

llelesdontJes diftances aufommet font*- &f, 

left^^^ £?e_ Qçf.[ peut fervir à toïfer 

IVexcavation des mines. 

I06. On peut prendre encore, pour 
ixemple , rhyperboloïde , ou le folide en- 
Igendré par la révolution de l'hyperbole au- 
^tour de l'un de fes axes. On peut prendre 
aulTi l'ellipfoïde engendré par la révolution 
■de rellipfe autour de fon petit axe , & que 
ion appelle Ellipfoide applati ; on nomme au 
contraire EUipfoîde allongé celui qui eft en- 
gendré par la révolution autour du grand 
axe. On trouvera de même , que rellipfoïde 
applati eft les \ du Cylindre qui lui feroic 
lirconfcrit ; c'eft-à-dire , que aSm b étant le 
;rand & le petit axe de l'ellipfe génératrice , 
fphéroïde allongé a pour folidité ^^^ , & 
fphéroïde applati, a pour foUdité ^-^; 
(i le fphéroïde allongé , efi au fphéroïde 

ipplati : : : : : è : a , comme Ift 

etît axe eft au grand axe. 

I îv 



a 



En voilà aflez pour les folides de lé'vty 
lutjon. 

Mais pour accoutumer les commençant 
à étendre i'ufage de ces méthodes, nous al 
Ions les appliquer encore à deux exemple^ 

I 07' I)ans le premier, il s'agit de troiï 
ver la folïdité d'un onglet cylindrique form 
en coupant un cylindre par un plan obliqui 
à fa bafe, & que ( pour plus de fimplicité 
nous fuppoferons pafier par le centre : c'ei 
le folide ADBE qu'on voit repréfentj 
( ^iZ' 43 )■ 

Si l'on conçoit ce folide coupé par ( 
plans parallèles, infiniment près, & perpen- 
diculaires à la bafe AEB ( lig. 44. } , les fec 
lions feront des triangles femblables dont 
les furfaces feront, par conféquent , comm. 
les quarrés de leurs cotés homologues. Ain; 
nommant r le rayon C£ de la bafe , k ' 
hauteur DE f &:. y la bafe PM du triangle 
PMN, on amaCEDiPMN:: rr:yy\ 
CED = '^-, donc PMAr=:^'^tM 
donc nommant ^P, x, ce qui donne d\ 
pour répaifleur Pp de la tranche comprifi 
entre deux plans voifins , on aura ''^ - poul 
cette tranche, Or y eft l'ordonnée du ceç 
cle qui fert de bafe ; & l'on a par conft 
quent y_y=^2 rx — xx, La tranche élémeï 



r 
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lonc -^ , ou — . 

(ifxdx — xxdx)f dont l'intégrale , à comp- 
ter du point A f eÛ — r'-«'——\ Donc pour 
avoir tout le folidc, il n'y a qu'à fuppofer 

x=2r, ce qui donne— xf4'-* ), ou 

~ hr' ou-^x^r, ou CED xf/4C, ou enfin 
CEDx^ AB ; c'eft-à-dire , les deux tiers du 
prifme qui auroJt le triangle CED pour bafe, 
& le diamètre yiB pour hauteur. Ceci peut 
fervir dans un cas du Toiie des fortiiica- 
tions, 

I Og. Pour fécond exemple, nous cher- 
cherons la folidité d'une tranche d'ellip- 
foide allonge , comprife entre deux plans 
parallèles entr'eux & au grand axe. 

Avant de procéder à cette recherche , il 
faut démontrer que les coupes de l'ellip- 
foïde faites parallèlement au grand axe, font 
des elHpfes femblables à l'ellipfe généra- 
trice du folide, c'eft-à-dire, dont les axes 
ont le même rapport entr'eux que ceux de 
cette ellipfe. 

Pour cet effet , concevons l'ellipfoïde 
coupé par un plan , que ( pour fixer les idées ) 
nous fuppofons vertical, & palTant par le 
grand axe AB{Fïg. 45"); 1^ fe£lionfeia l'ellipfe 
ADBE égale à f ellipfe génératrice. Conce- 
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vons auin rellipfoïde coupé par troîs amcf 
plans , dont deux verticaux & le troifien 
horizontal. Que DE petit axe de rellipfe 
fa parallèle MiV foient les ferions des dei 
premiers avec le plan ^ZïB£, &5T celle d 
troifieme avec le même plan ^/>B£. Cel 

Îiofé, je dis que la coupe de reUipfoïde pd 
e plan repréfenté par 6T, eft une ellipfl 
femblable à ADBIl. 

Concevons qu'aux points & iî on ; 
^levé des perpendiculaires au plan jIDBE I 
& qui rencontrent la furface de rellipfoïdd 
Ces perpendiculairesferont, en mêmetempsl 
ordonnées de la coupe faîte par STy & de 
ferions ou coupes circulaires faites par M ^ 
& DE. Or par cette dernière raifon, on doi 
avoir { en nommant z la perpendiculairi 
élevée au point R , & t la perpendiculain 
élevée au point O ) , on doit avoir zz-= 
DRxRE, & if = MOxOA^. Mais 
nommant CD=7*, PM=:y, CA:=\aà 
& CR = OP=,u^ on a DR^ib-huJ 
R£=-^b-^u,MO=y'^uècOJV=y—ff 
enforte que D Ry.RE=^bb — un ( 
MQy-O N=yy — uu;'Donczz=^~bh — u 
& tt=yy — ■««. Mais par la nature àé 
rellipfe ( y^lg. 507 ) on 3.yy= ~.{~aa — xxu 
en nommant CP j x. Et nommant k l'oiJ 
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onnée SR au petit axe, on a ( /i/g. 304) 

' ^^^^n^*^^' — "")> ^'^^ ^'^'^ ^'^^ ««=3 

iiè ; fubflituant ces valeurs de «» 

& àeyy , dans celles de 2; z & de t f , on a 
ZE— -^, & /f=-^^ ^i doùilcft 

/ ., bbkh bbkk bbxn 

évident que z 2; : tt :: : : ; 

kk:kk~xx'.:SR^ o^x SRxRT: SOxOTi 
c'efl-à-dire, le quarré de l'ordonnée z qui 
répond au point K, eft au quarré de celle, r, 
qui répond au point , comme le produit 
des deux abfciffes qui répondent à la pre-^ 
miere , eft au produit des abfcifles qui ré- 
pondent à la féconde ; ia coupe faite par ^ST, 
eft donc une eliipfe. 

D'ailleurs l'équation zz= ^ ou 

;e = — , donne a : i : : * : fl > or z ou l'or- 
donnée qui répond au point R eft la plus 
^^rande demi-largeur, ou le demi-petit axe 
Kle cette eliipfe , & ^ ou SR, en eft la plus 
^^rande demi-longueur , ou le demi-grar;d 
?xe ; les deux axes de cette eliipfe , font donc 
çn même rapport que ceux de l'ellïpfe gé- 
nératrice ; & puifque rien ne détermine , 
dans tout ce raifonnement , la grandeur de 
la diftance CR à laquelle on fuppofe cette 
coupe faite , 1^ même chofe a donc lieu pour 
^oute autre coupe parallèle à ^B. 



t 
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Cela pon^ , fi l'on veut avoir la foliditfi. 
d'une tranche quelconque de rellipfoide , 
comprife entre deux plans parallèles repré- 
fentés par^B & ST , on repréfentera par .y 
la furface de rellipfe génératrice; ôc puifqu 
rellipfe dont 5T eft le grand axe , eu feni; 
blable à celle-là, on aura la furface de celle- 
ci, par cette proportion \ aa:kk:: S: 
-, — ; multipliant cette furface par l'épaifTeu 
infiniment petite K r, ou i/« , de la tranche 
élémentaire, on aura -7 — - ^ pour la valeur 
de cette tranche ; or félon ce que nous 
venons de dire ci-deifus , on a i^==^ 
x(~ èè — nu); donc la tranche élémeti 
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taire fera' 

dont l'intégrale eft -^ {\ b b u — ^ m' ), fi Tori 
veut compter depuis le centre C. Mais l 
l'on veut compter depuis un autre point Kj 
l'intégrale ferar^ ( ^bbu^^u' ) -V-Cj 
C étant une confiante convenable. Pour la dé- 
terminer, on nommera CK , e; alors llfaut 
que l'intégrale foit zéro au point K où u=e ■ 
on aura donc, 7^. Hbbe — y e')H-C= 
6c par conféquent C == — 1X^(4^*^ — i^*}i 
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Hnonc , toute tranche d'ellipfoïde allongé > 
. comprife entre deux plans parallèles au 
grand axe, a pour expreffion rr-, CJ*6«— f' ) 
— rTî(4^^^~"T^')3 ou fimplement rp^x 
( i.^ia—-i-i*e— !«'-+- |e'). Oi^blu— 
•^ h h e , eu ïa. même chofe que ^l?b{u< — r); 
Pareillement -j e'— -j »' eft la même chofe 
que ^^ (ff-^f «-+-«« )• D'ailleurs h — e 
eft la diftance des deux plans parallèles, ou 
la hauteur de la tranche qu'ils comprennent; 
donc, fi on fait a — e^h, en appellant A 
cette hauteur, & qu'on fubftitue pour ffa 
valeur a — // liriée de cette équation, on 
aura (après réduSion faite) T-TrCî^^A — *«« 

il fl' \ "" / i j I \ . s h* 

« -) i ourïi \^° ^ — "« )"*" TTi, 

^«— — ^; or nous avons eu, ci-deffus, 

jti=^(^éè — w»), & par conféquent 
^y^^ — »'*^=-^ • L^ valeur delà tranche 

^bolide fe change donc en-^ H ttX" )• 

^■Sais nous avons vu que ^^ exprime la fur-; 
^^ce de la coupe faite par ST, ou de la coupe 

inférieure ; donc en nommant s cette furface; 

on aura iAh- rïi(" — r)i ^^^^ ^^ '^'^ nom- 
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me s' h furface de la coupe faite par I- K &/ , 
fa demi-]argeur , oufon demi-petit axe, oiû 
aura , à caule que toutes les coupes font feraJl 
blables f-\bb:U::S: s'; donc S-^=^ ~ ; cè| 
qui donnera pour dernière exprefTion ré-* 
duite , s h-^^-jjx Ça— Ij. C'eÛ -a- dire i\ 
qu'il faut i*. multiplier la furface de la plus 
petite coupe, par la hauteur de la tranche, 
a", multiplier celle de la plus grande coupe 
par le rapport p du quarré de la hauteur de 
la tranche au quarré de la demi-largeur de 
la coupe fupérieure, & par la diftance du 
centre jufqu'à la coupe inférieure , moins le 
tiers de la hauteur de la tranche. 

Cette règle peut être appliquée utilement 
à la mefure de la folidité de la partie de la 
carène que la charge fait plonger dans les 
vaiffeaux j loifqiie la figure de cette partie 
peut être comparée à une portion d'ellip-y 
foïde. s repréfenteta la coupe faite à Reaâ 
d'eau , pour le vaifTeaU hors de charge ; / Ga 
coupe îorfqu'il cft en charge ; h la diftancO 
des deux coupes ; i la plus grande largeic 
de s' , & enfin u la diftance de s jufqu'à li 
plus grande coupe horifontalc du fphéroïdft 

Quant à la manière de mefurer s Ôf s' , oÂ 
obfervera que l'une de ces furfaces fe déeetl 
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lîne par l'autre, puifqu'appartenant à des 
Uipfes femblables , elles doivent être en- 
telles comme les quairés de leurs grands 
Ses ou de leurs petits axes. Il ne s'agit 
uonc que de favoir comment on peut d<ïter~ 
miner l'une des deux. Or, nous verrons dans 
peu, que Ja furface d'une eilipfe, eft à celle du 
cercle qui auroit pour diamètre le grand axe 
de cette eUipfe , comme le petit axe eft, au 
grand axe; ainii comme on fait évaluer la 
furface du cercle, (du moins auffi près qu'on 
ie juge à propos ), on déterminera toujours 
facilement celle d'une eilipfe dont les axes 
feront connus. 

T>s l'intégration des quantités qui renferment des 
Sinui & Cofinus. 

109, Noos avons vu ( ii ) que d (fin * ) = d s cofx , Se 
que if c!>/«)=-dzJîiiz; donc réciproquement, l'intégrale de 
dTcofx Cecujin z , ou plus généralement fine-h C , qui a la 
inpme différentielle. De même l'intégrale àe—dzjinz fera 
«/«-+-C. îdxcor-iz 

Si Tonavoit dzco/îï, on l'écriroU aïnfi ^^ ^-^ , se 

alors l'intégrale fcroit t-C. De même, l'intégrale de 

i , . . _ -làiRnxz 

dxfiit î 2, fe irouveroit en écrivant aiofî — ^ — i- j&alori 

l'intégrale eft^^^-+.C. 

En général, fdz fin tnz{m éant un nombre confiant ) , fc 

change f- J""* »-A""'î 5. devient —"•'"' - ' + C, 
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Sî Tcn avoit ijtnz^ ' à^ cofz , on remarqueroît que cette 
^oandté eft la menie choie que ^Jinz)' àÇ^fin z ) ; or en re- 
gardant ^m z Gcmme une fîbiple variable , on intègre par la 

fcgle fandaxnentile , & 1 on a -^ . + C. 

Sî la ilifierentielle propofée eft (Jin mz }' dz cofm^^ on écrira 

(fumxy'mdzcofmz ^ ( /îamz )" d ( /îw wiz) 
: qui revient a ^ -^ 

dont l'intégrale efi ^^ ' . 

PaieîUcmect, pour avoir l'intégrale de (cofmi ) " dz^n m^i 

, . cofmz^'^. — mdzjinmz . . , , 

on ccnra^ — '■ , qui a pour intégrale 

^^^■^^■^■^^■^™^^^™^^"^^» ^^~ %■• 
»- m ; a -i- I ) 

Si Tcn a voit à intégrer àzjtupzcofqzy alors (èlon ce qui a 
été enfêigné ^ Alg. 41 S ) on changeroit Jin fz cof qz eii 



\Jhi Cf^q ) z ; ainS Ton auroit à intég 



intégrer -3 dz Jm ( f-^q ) z-f- 
Y is jSi (f-q ; z qc2 eunt ecnt ainfi... 4- "^ ^ — ^ a — — 
^^ )f^^q > "7Jl^^"^ ^ ^ > a évidemment pour intégrale 

—Tc^f(p-^q)^ '_ Tcof(f—q)^ ^ç^ 

Cn iniégrcra de nséme d? /.n pz cof qz Jin rz% &c, eu 
ceavertiirant ces prccuits en fînus ou coHnus de la (bmme Se 
de la différence des arcs pz^ qz^rT! , &c. ( . /g. ^iS X 

Si Ton avoit dz (Jim z ) ^ ; on le changeroit cn dzjîn t 
{f.nz ^ -, QT ( Jin z )^ ou (inzxjinz eft ( Alg. 418 ) 
= 4 fo/(z-x ) - j ccfi z-hz) =1 fo/o- ^C0/2Z = I - 4f0/2Z, 
parce que co/ o = i ; donc }&i z (/n z)' = l/»«-i /« zx 
<^i>/2z. Donc dz (Jin z ) '= 7 dç};» z -{ dz/ii z co/iz ; on 
réduira donc Jin z eofzzy ainfi qu'on vient de le faire pour 
fin. fz cofqz , & l'intégration fera facile. On voit donc com* 
ment on intégreroit dz (Jin z ) ', » étant un nombre endef 
pcfitif. On s'y prendroit d'une manière (èmblable pour dz 
( cofz ) "• Donc on peut , par les mêmes principes que nous 
venons d'expofer 9 intégrer les quantités de cette forme à{ 
ifinpi)'^(cof(]^) ''(finrz)fy8cCfminfSy étont des noni-j 
brcs entiers poîtifs. 

Eûfia 
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^^_ I , ces principes , ce qui a été enfeigné ( Alg. 418 ) , 8t 

'{Ee que nous avons dit , ci-delTus , fur l'incégracion des quan* 
tiiét, me tient en étal d'intégrer les différeniielles afteflees de 
fînus Si. de cofinus , lorï^ti 'elles ont une iniÉgrale algébrique ; 
6c lorfqu'il y entre des tangentes, on les ramené aux dîtTéreni 

tîelles de linus & coGnus , en obfervant que tang j =■'— — , 

De la manière d'intégrer par approxi- 
mation j & quelques ujages de cette 
. Méthode. 

V ï 10. Ceci ne peut regarder les difîH- 
lentielles monômes -. nous avons vu qu'elles 
s'intégroient toujours facilement. C'eft donc 
pour les différentielles complexes quiéchap* 
pent aux cas que nous avons examipés plus 
haut. 

L'art dmtégrer par approximation , con- 
fifte à convertir la quantité propofée , en 
une fuite de monômes dont la valeur aille 
continuellement en diminuant ; chaque 
terme s'intègre alors aifément, & il fuffit 
d'en prendre un certain nombre, pour avoïi 
une valeur fuffifante de l'intégrale. 

La règle que nous avons donnée ( yilg. i j 1 ) 
pour élever une quantité à une puifTance 
propofée, & qui s'applique égalejnent aux 
polmomes , efl: le mrfyen que nous emploie- 
rons pour intégrer ainfi par approximation. 
En voici des exemples. 

K 
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1 1 r . Propofons-nous de trouver la 11 

gueur d'un arc de cercle y^M ( Fig. 40 
le moyen de fon finus verfe j^P. 

Suppofant l'arc Mm infiniment petit , 
l'on mené ^Wf parallèle à ^fP,& le rayon Ci' 
les triangles femblables CPAI, Mrrrif de 
neront PM : CM -.-.Mr: Mm. Or, noi 
mant ^ P , * , le diamètre ^ B , a , ou 
( pour plus de fimplicité ) ; on aura Mr=d 
CAS=^y &cPM=l^7Z7^. Donc i^, 

7 ::dx:Mm ; donc Jfm^-^=^^ ,& pi 

-dx y '-" 
conféquent Â M =/— ^ . Cène quat 

* Vx-xx 

tité ne peut être intégrée par les règles qi 
nous avons données ci-devant; c'efl poi 

quoi je la change cn/-~-^— (/^^. 1 1 

''- y'i~x 

puisen/T*^<'«(i — x)"^ ( y^lg, 141), 
réduis ( 1 — X y^ t en fôrie ( j4Ig. i j i ) i & 
trouve , toute rédudion faite , ( i — x )~-^ 
I -+--ï-*-f-|x*-+--râ>;'-+- &c ; dooc , 
f^x~Tcix{ i — x)-i=f-{x~T(ix{ 1 I > ■ I ; 
-+- Tî **-+- &c )=fiTX-'^ dx-h^x^dx-^^x-i 

"—Ai 
èll-t-&c.=*ï^-4-^.r^-4~^.v^-h--f-.vT -t- û 
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^niantit^ à laquelle il n'y a point de conf- 
tante à ajouter, parce que lorfque * = o, 
elle devient zéro, ainfi que cela doit être, 
puifqu'alors l'arc AM qu'elle exprime, eft 
zéro. 

On peut, à caufe du multiplicateur com- 
mun A-Tj donner à la férié qui exprime 
l'arc AM t cette dernieie forme 

*'^( I H-|xH-:^ jf'+rrr -v' &c ). Remar- 
quons, maintenant, que Je ilnus verfe x 
étant toujours plus petit que le diamètre i » 
( excepté iorfqu'il s'agit de la demi-circon- 
férence ) , jf eft une fra£lion ; que par confé- 
quent les valeurs des termes de la férié dé- 
croîtront d'autant plus, que le finus verfe de 
l'arc en queftion fera plus petit. Ainfi, il 
l'on vouloit, par exemple, la longueur de 
l'arc dont le finus yerfe eft la centième par- 
tie du diamètre, on auroit x=~^, =0, o 1 , & 
toar conféquent x^=^o, i ; on auroit donc pour 
aleur de cet arc o , t ( i ■ ! ■ " '5 — H-jj^^* 
■7-, ( Oj o 1 )') ; & comme le terme ïuivant 
Ëe cette férié feroit au moins cent fois plus 
_petit que le dernier de ceux-ci , pulfque cha* 
cun eft plus de cent fois plus petit que celui 
qui le précède, en examinant qu'elle eft la va- 

Ileur du terme Yf^(o, 01 )', nous pourrons, en 
prenant le centième de cette valeur, îugcrdu 
Kij 



degré d'exaélitude auquel nous aurons l'artf 
en nous en tenant à ces quatre premieiL 
termes. Or —■ (o, ci Y, revient 
(o, oooooi ^= °' °^'^°^°^ . Q^ 00000004.45, 
dont la centième partie eft o, 00 0000 0004.4 (îj 
donc nous pouvons , en toute sûreté , éva- 
luer chaque terme de notre férié jufqu'à 10 
décimales , fans craindre que la valeur de 
î'atc qui en réfultera, foit fautive d'unCi 
unité dans la neuvième. Ainfi irous aurons , 
Ytt(o>o' )'^o> ooooooo44(Ç; ■^fojOi )*:= 
o,ooooo7fooo; -^^-j^-^^o, ooi6666666idonc 
ia totalité de la férié fera o , i (I,oon574•-ll^), 
oii enfin o, 100157421 , en fe bornant à 
$ décimales ; & l'on pourroit même en tou- 
te fureté admettre la dixième. 

Telle eft la valeur de l'arc dont le finU! 
verfe eft la centième partie du rayon. Donc 
iî l'on favoit combien de fois le nombre de 
degrés de cet arc eft contenu dans 360°, en 
multipliant cette longueur , par ce nombre 
de ibis , on auroit la longueur approchée de 
la circonférence. Alais c'eft ce que l'on ne 
fait pas. 

Comme nous fàvons ( Géom. 271 )quc!e 
finus de 50° eft la moitié du rayon , & que 
connoiflant le finus d'un arc , on peut aifé- 
ment avoir fon finus verfe ( Grâm, 270), on 
pourroit calculer le finus verfe de 3 o", le fub- 



DE Mathématiques; 14,5 

iHtuer pour x dans la férié ci-deffus » & alors 
multipliant le rdfultat pac 12, qui eft le nom- 
bre de fois que joTont dans stfo**, on auroit 
la longueur approchée de la circonférence. 
Mais comme la férié feroit peu convergente, 
cnforte qu'il faudroît en calculer un aiTez 
grand nombre de termes, pour avoir une va- 
leur un peu approchée de la circonférence , 
nous allons enfeigner un autre moyen qui 
nous fervira de fécond exemple de la Mé- 
thode d'approximation. 

Menons la tangente /iN{Ftg,^6)^ la fé- 
cante CMN Ôc la fécante infiniment voifine 
Cmn; du centre C& du rayon CiV, décri- 
vons l'arc infiniment petit A'^r, que l'on peut 
regarder comme une perpendiculaire fur Cn. 
Le petit triangle reflangle Nrn fera fembla- 
ble au triangle reûangle CAttj parce qu'ou- 
tre l'angle droit , ils ont un angle commun 
en K : il fera donc auffi femblable au trian- 
gle CAN^n\ diffère infiniment peu de CÂn; 
on aura donc CN \CA : : Nn : Nr , d'oiï 
Nr= ~c N ~''* °^ ^^* fefteurs femblables 
CNr , CMm , donnent CA^: CM ou CA : : 
JVrovL — -^^ : Mm ; donc Mm=— - ^— . 
Nommons donc AJV ^ x ; le rayon CA , a; 
nous aurons Nn = dx ; & CN^v^aa-hx^i 
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donc la valeur de Mm deviendra - 
c*eft-à-dire, que Mm = ^-^i donc/Mi^ 
ou AM=f ' ■ " ■ ' ■ . Cette quantité ne peu 

pas être intégrée exa£lement. Pour l'inté-J 
grer par approximation , il faut b mettra 
fous cette \oxrc\c. fa ad x{aa-\-xx)~^ '■, aloq 
ayant trouvé ( Âlg. if i } que {.aa-\-xx)~* 
= '>-(■-?■ -+-S-p-t- 2;^- &C ) ' 
on aura faadx{aa-^xx)~\ . . . 
^fd X { 1 — *^ H- ~ — ^ + ^ — &c. 

-, , x'dx x^dx n'dx x*dx . 4 

= Ar — -^-t- — — — ,-f-— ,— &c. 



K 
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Il refte donc à favoir fi nous connoifTons 
quelque arc qui étant contenu, un nombre 
connu de fois , dans la circonférence , ait une 
tangente connue. Or l'arc de 45:°. eftdans 
ce cas , il eft 8 fois dans la circonférence , 
& fa tangente eft égale au rayon {Géom.ty 2)i 
donc fuppofant A:=i7, nous aurons pour la 
longueur de l'arc de 4j° , la valeur de cette 
férié. .. fl(i — 1-4-7—7-+-^ — rr-+- &c.) 
Mais comme les termes de cette férié dé- 
croiflent encore fort lentement j il faut voir 



J 
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fî nous ne pourrions pas décompofer l'arc 
de 4y° en deux autres arcs dont les tangen- 
tes fuffent connues. Peu importe que le nom- 
bre de degrés de ces arcs foit connu; pourvu 
qu'Us fàffent 45° , quand nous aurons calculé 
leurs longueurs par le moyen de leurs tan- 
gentes , en ajoutant ces longueurs nous au- 
rons celle de l'arc de 45°. Comme ces arcs 
feront plus petits que 4J°, leurs tangentes ' 
feront plus petites que le rayon , 6c par 
tonféquent la férie fera plus convergente , 
& plus facile à calculer. 

Or ce que nous avons dît ( Alg. 4 1 15 ) nous 
fournit le moyen de trouver deux pareils 
arcs. En effet, nous avons vu que a&ch étant 
deux arcs quelconques , on avoit rang ( a-hù ) 
t= 2— — --— , en iuppolant le rayon 

1 — tang a tangb' '' ' 

1=1. Donc fi nous fuppofons a-\-.b= ^$° , 
auquel cas tang{a'\~b)= i , nous aurons 
j ^ga-^t.n g± j équation d'où , par les 
règles ordmaires , on tire tang b = , - , ,^„ ^ 
Prenons donc tang a=^\\ alors nous aurons 

çtang h = Y^i. ^^^ ^• 

Nous n'avons donc qu'à calculer, par le 
moyen de la férie ci-deffus , la loneueur de 
i'arc dont la tangente x efl - ou la moitié du 
K iv 
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rayon ; & la longueur de l'arc dont la tan- 
gente * eft -^ ; ces deux longueurs réunie* 
formeront celle de l'arc de ^j". Or en met- 
tant pour X y~ , Se enfuite —, on a . . . 



î-r s*î* 7.}' 



Si J'en veut avoir les valeurs de chacun 
de ces arcs > exprimées exadement jufqu'àia 
neuvième décimale , il faut calculer les ly 
premiers termes de la première, &ies lo pre- 
miers termes feulement de la féconde. Or ce 
calcul eft fort aifé à faire, en obfervantque 
dans la première , on peut calculer les ter- 
mes confôcutifs, en formant d'abord une férié, 
dont chaque terme foit égal au précédent 
multiplié par-^, c'efl-à-dire, foit le f du 
précédent : on multiplie enfuite cette férié 
terme à terme , par la férîe i , f > 7 3 7* ? j &Ci 
enfin réuniflant les termes de numéro pair 
entr'eux, & ceux de numéro impair, auffi 
cntr'eux, on retranchera la fomme des pre- 
miers , de la fomme des derniers , & on 
multipliera le refte par^ .Pareillementlecal- 
culdelarfeconde,fe réduit à former une férîe,j 
dont chaque terme foit formé du précédent 
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Multiplié par— , ou par-, c'eft-à-dire, foit 
!a neuvième partie du précédent; on multi- 

{Aie enfuite cette férié, terme à terme , par 
a férié i , ■- , 7 , ~, i , &c j & on opère en- 
fuite comme pour la première , excepté 
qu'on multipliera le réfultat par — au lieu 
de — .Si l'on exécute cette opération en por- 
tant l'approximation jufqu'à 10 décimales, 
on aura pour la première férié — (0,91713^1180), 
ou a{Oj 4^3 6^-j6o$o ) ; 6c pour la féconde , 
^ (o, 5552 j 15632), ou a (0,32 1750; J44); 
donc l'arc de 4;°, qui efl la fomme de ces 
deux-là, fera a(o,jS^}^8i6^^). Prenant 
donc le quadruple , pour avoir la demi- cir- 
conférence , on aura a ( 3 , 1415526^36 ) ; 
donc le rayon eftà la demi-circonférence, 
( ou le diamètre eft à la circonférence ): : a: 
"{3* 1415P26J36) : : 1:3, i'iïS926S3<^3 
rapport qui ne diffère pas d'une demi-unité 
décimale du dixième ordre , de celui que 
nous avons donné ( Géom. i y 1 ) , & que l'on 
poMroitjtrcs -facile ment, trouver encore avec 
pne beaucoup plus granda précifion. 

112. Pour troifieme exemple d'approxi- 
mation , nous nous propoferons de trouver le 
logarithme d'un nombre quelconque. Mais , 
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avant tout , l[ faut fe rappeller ce que no 
avons déjà dit ailleurs ( 27 ) i favoïr , que lei 
logarithmes dont il s'agît ici , ne font paj 
ceux qu'on trouve dans les tables ordinaires 
Mais ceux-là étant calculés , il eft aifé d'e ' 
conclure les derniers , comme nous le vef« 
ions immédiatement après avoir enfeigné [ 
calculer les premiers. 

J'imagine le nombre propofé , décompof! 
en deux parties, & repréfenté par a-H*ï 
a étant la plus grande partie. Selon ce qaa 
nous avons dit ( 27) , on aura à log. {a- 
s= — ^, quantité qui ne peut être intégral 
algébriquement. Il faut donc la réduire 1 
férié , & pour cet effet , la mettre fous cett 
forme.... dx{a-\'X^~^.Oï ( Alg. 151 ) oa 

*7-t-.v =«"' (1 — 7"+*^ — 7,» &c. 
donc en intégrant, on a /(fl-4-:>f)s 

(t ~ ri^ "^ 3^ — iv "*■ ^^' ) -+- ^- P**»j 

déterminer la conftante C , je remarque qï^ 
cette équation devant avoir toujours lîerf 
quelque foit x , doit auffi avoir lieulorfqa 
K = o ; or j dans ce dernier cas , elle fe réda 
à/<»==Cjdonc C»=/(ïî donc/(3-*-jf)=/*i'*1 
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]\1 — h^'^h' — rr^* ^^- )• Connolflant 
1 tionc le logarithme d'un feul nombre, on peut 
pac cette férié, calculer le logarithme de tout 
autre nombre. Par exemple ^ fi l'on fuppofe 
d;=:io,& ^-f-.¥=i I ; on aura*=i , & par 
conféquent — == -^, d'où l'on trouvera / 1 1 = 

/io-|-(o, I ^^ ■+--^^-^&c.')quifaitcQn- 

noître ce qu'on doit ajouter au logarithme 
de 10, pour avoir celui de ii. 

Mais comme la férîe générale que nous 
venons de trouver , n'eft fouvent pas affez 
convergente , voici une autre manière de s'y 
prendre. Propofons-nous de trouver le loga- 
rithme d'une fraction dont le numérateur îoit 
plus grand que le dénominateur ; nous ver- 
rons , dans peu, qu'on peut toujours réduire 
à cela , la recherche de tout logarithme. 
Repréfentons par a la fomme du numéra- 
iteur & du dénominateur de cette fra£lion , 
|& par X leur différence ; alors ( Gèom. 301 ) , 
Irious aurons 7^-1-^ a- pour le numérateur, & 
-Y^rpourle dénominateur; & par confé- 
rquent f- ""^^' pour la fra£ïion; ou ( en fup- 
primant le fafteur commun f ) ^^^ fera 
l cette fraftion, & par conféquent /^^, ou 
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l{a-^-x) — Ha — x) repréfentera fon îo 
garithme. Différencions maintenant , en re^ 
gardant a comme confiante , & * feule com- 
me variable * ; nous aurons ( 27 ) — — -+- ^^ 
qui fe réduit à *" " , oii2adx(aa — x* )"*■,, 
réduifons donc ( aa — xx )~' , en férié ; & 
( j^lg. 1 ï 1 ) nous aurons {a a — xx)~' ==s 
<7"*( i-t-^-f- ^-h^-f-^-h&c); donc 
2adx [aa — «x)~'=2fl~'£ix^i-4-^H- — ■+■ 
- + -4- &c. ) =2( -H-— r -t- -7- + 
î^ + ;^+ &c ). Donc /j^,, oif 
/l±-'= <i+^+f,+,4+^, + &c.), 

«_* \ a j fl> îfl* 7a' j)as ' 

-H C A l'égard de la confiante C, nous dé- 
terminerons fa valeur , comme ci deffus , en 



* Quoique cette fcaftîon 
Aovvt cepréfenier toute frac- 
tion propolee , cela n'empê- 
che pas qu'on ne puJITe regar- 
der la fomme a du numéra- 
leiir & du dénominateur, com- 
me conAanie; parce qu'il n'y 
a pas de fraflion que l'on ne 
puifle prtpater de manière à 
rendre la fomme du numé- 
rateur ik du dénominateur 
égale i tel nombre qu'on vou- 
dra. Par exemple, pour a- 
■lenei la fiaâion \ à iToir 1 1 




ayant multiplié 
mes par un mècr 


les deux ter- 
e nombre n « 


ce qui donne — 


de fuppofeï 


î«-t-ïwou8n= 


1 ; d'où l'of^. 
donc i = 


-r'— , dont la fomme du im- 



méraieur & du dénoniinatcBC 
eft, en effet, iî. 
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ataminant ce que devient l'équation , quand 
x^o. Or, alors elle fe réduit à l— = Ci 
donc C^/— = /i = o; on a donc tout 
fimplement / "-^ =2 f—-t-— -(-—,+■— 7 + &c.) 

^ f a-x \a ja' 54' 7- 

ou 1 on voit que chaque terme fe forme du 
précédent, en multipliant celui-ci conftam- 
ment pat le quatre de — ou du premier ter- 
me ; puis on prend le premier j le f du fé- 
cond , le jdu troineme, &c. & l'on double 
la fomme. 

Appliquons à quelques exemples. Cher- 
chons, pat exemple, le logarithme de 2. Pour 
cet effet nous chercherons celui de la frac- 
tion y ; nous aurons donc a= ^ ,ècx= i • 
donc,— =y, &^==^, Chaque terme fera 
donc très-facile à former , puifqu il ne s'agit 
que de prendre la y partie du terme précé- 
dent , pour avoir la fuite — , — ,—, &c, 
ainti nous aurons , 
-f-=Oj33333î333 .donc-^— 0,53333335} 

^=!0, 037037037 •• •^=0)°»2345<Î7i» 
^=0, 0041 ijiatf . . . — =o,ooo82504S'i 
i- =0,000457247 . . .-^=0, 0000^5321 
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^ = 0,OOOOyo8of . . . — ;=0, 00000 jtf^J 

— ^=o,ooooc^6'4-5' ■ • • ' — r, =o,ooooooyi, 
i^i^Ojqoooôûfiay ... — ~=.0j coooc 

rn =^0, 000000050 ... ^,^=o,ooooooooi 

donc la Tomme ett o, 34(5s'75î88 ; &fl 

double, qui doit être /oç 2, eft^o, 69514717(8 
qui, en Te bornant à 8 décimales, ( cal 
pour répondre de la neuvième, îl aurou 
ikllu poufler l'approximation plus loin ) ea 
o , 6(^514718. 

Puifquc 4 eft le quatre de 2 , & que 8 en 
cft le cube , le double de ce logarithme fen 
donc celui de 4 ; ■& le triple de ce même"" 
premier logarithme fera celui de 8. 

Pour avoir celui de j , on peut calculer j 
de même, le logarithme de la fradion-j, le- 
quel étant retranché de celui de 4 donnera 
celui de jjpuifquej eft4divifépary,donc/j= 
/4 — /-i; niais on l'aura plus facilement, en 
calculant le logarithme de la fraction | , Ôc le 
retranchant du logarithme de 8 que l'on con- 
noît à préfent, le refte fera le logarithme de p, 
dont la moitié fera celui de 3. Ajoutant 
celui de 3 a celui de 2 , on aura le logarithme 
de 6. Pour avoir celui de j , on calculera da- 
bord celui de 10 en calculant celui de-^j 
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mul étant ajoucé au logarithme de 8 , donnera 
celui de lo. Retranchant, de ce dernier, le 
logarithme de 2 , on aura celui de ;. 

On voit par-là , ce qu'il y a à faire pour 
calculer tout autre logarithme. Mais il faut 
remarquer , que le calcul devient de plus en 
plus court , à mefure que le nombre devient 
plus grand , enforte que dès qu'on a les lo- 
garithmes jufqu'à 10 feulement, on peut 
calculer les autres jufqu'à 100, fans em- 
ployer plus de trois termes de la férié , lorf- 
qu'on fe borne à 8 décimales : fie lorfqu'on a 
paiTé le nombre 100 , les deux premiers 
termes fuflîfentjurqu'à mille j fie par de-là,le 
premier terme fuffit. 

Pourfavoir, maintenant, comment on ra- 
mené ces logarithmes , à ceux des tables 
ordinaires , il nous faut préalablement avoir 
le logaiithme de lo. Or , Ci l'on calcule le 

I logarithme de ■—• , par la formule précédente 
on trouvera log-x-=o, 22314.3^5; ajou- 
iant à celui-ci, celui de S que Ton a en tri- 
blant celui de 2 qu'on a eu ci-deffus , on a 
I 10^2 , 3025850^, 
'' 113. Cela pofé , rappelions nous que l'é- 
quation d x=— fur laquelle ( 27 ) efl fondé 
• le calcul aâiuel des logarithmes » ne con- 
fcyient qu'au fyftême de logarithmes oii l'on 
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fuppofe le module = i ; mais que IVquadoil 
qui convient à tous les fyftêmes poffiblei 
de logarithmes , eft dx=^ "^^ ; & celle qia 
convient à tous les fyflêmes de logarîthmcd 
où l'on fuppofe que le premier terme a de laj 
progreffion Géométrique fondamentale eft iJ 
eft i^.v= ^-^ . La première , favoir dx^~ — ^ 
donne , en intégrant, x =ly ; 6t la féconde J 
favoir (i,ï = '^-^ donne x^m/y, qui faÎM 
voir, puifque x repréfente le logarithme^! 
que pour ramener les logarithmes que donnoJ 
immédiatement le calcul , à ceux d'un autre 
fyftême dont le module eft m, il faut muIti-J 
plier ceux-là par le module m. Or le loga-j 
rithme de lo dans les tables ordinaires, eft la 
& nous venons de voir que le logarithmq 
de lo tel que le calcul le donne immédiateH 
ment, eft 2, 5025^8509; on a donc m> 
2, 302î8fop = 1 ; donc le module m deff 
tables ordinaires , eft ^^jo. - ' -g /o - qui fe réduitl 
( en faifant la divifion ) a o, 4.34294.48. ç 
Donc, pour ramener aux logarithmes iieÉ 
tables , les logarithmes donnés immédiatement 
par le calcul ^ il faut multiplier ceux-ci pan 
Oj 4Î42JÏ448. Et réciproquement, /Joar r* 
mener les logarithmes des tables y à ceux qtu 
donneroit immédiatement le calcul , il faut dïviÀ 

A 
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fèr ceux-là par o, 43429448, ou, (ce qui eft 
fias commode j èr revient au même) Us multi^ 
fUer par 2.502^8^051. 

Ainfi , fi l'on multiplie o , 15P314718 que 
nous avons trouvé ci-defTus, pour le loga- 
rithme de 2 , Ti on le multiplie , dis - je , par 
o, 43425)44,8 , on trouve o, 3610500 pour 
le Jogarithme de 2 , tel qu'il eft en effet dans 
its tables ordinaires. 

114. Loriqu'on veui revenir, du logarithme, au nombre 
même, voici comment on doit s'y prendre. Nous avons vu 
ci-delTus, qu'en teprélcnianc i:n nombre quelconque, par a-(-x, 

Onatoit/f (H-jt)=la-+-( ■— -t- — -h fccA 

V a li» ja> 44t J 

donc l (fl4-*)-/fl, OU ïl±i ^ . ... ; ; 

— — — r + - — — — arc.arfiahtutinomtréarbitrairei 

maistelquefon logarithme diffère peu de celui qui efl donné ^ 
£1 quiell fuppofé appartenir àd + ?r. Failbiis, pburplùs Jefiiiià 

Illicite, / =2 ,Si hous alitons 

i'agii donc d'avoir la valeur di 

Suppofons que cette valeur puiffe écre exprimée par — ^ 

,^s-HBï'H-C2'-hD2*-(-S.-c, A, B-, t, &c. étant AH 

S'cèfficienis cûnflants qu'il s'agit de déterminer. On ami 
onc «=.ds4- ils' -t- Cî' -+-D!*4, &c 



ri «* — 




Or pouf ^ue celle éguacion ait lieu , quelque (bit x, il 
t'.qac A=:ii 1°. que la fomme des termes qui muliipLei 
chaque puifl^nce de i dans la amres colonnes , loît zèru. " 

a donc 8 -o,C~AB-i = o,D- AC-^A' 

i î * 

£r= o; d'où l'on tîre fl =5 — =-1- , C = — = —^ 
4 , , » i.i _ 6 i.ï. 

Çs; — _~— , ; G & l'on fuppofoit unplusgrandnoni 

ï4 i.i. j .4 
èc termes > tels que Ez'i Fa", &c. dans la (èrie , on tuuvi 

roii de même > £ := . > F ^ 



--+-&C. Donc I +- 



.Î-4.Ï 



i.i i.i.J 1.1.3.4 I.:i.î.4-Î 

PoDr faire u'àge de ceise formule, on retranchera du loga- 
rithme donné V i)ui fft celui dea ■+'x), le logarithme connu 
le pluj approcbanc, dont on prendra le nombre cotrefpondant 

pour A. Alors on aura/ ,ouz,que l'on fubfii 

la fcrmulc précédente : le rérultai fera la valeur de ; d'oà 

il (èra facile de conclure a 4- * . puisque a fera connu. 

Comme îl s'agit ici deï logarithmes qui ont 1 pour moduïf 
fi le loguiihcne doiuié étoii de la natnredcceuxdesiables or- 
dinaires , il faudroit commencer par le réduire , 
lai que l'on prendroit pour logarithme de a ,( Ou feuiemene 
rWuite leur diKrence ) aux logarithmes aâuels , ce que 1' 
feroit comme il a été enlèigné (11; ). 

Si l'on veui favoicqufl eft. le nombre don.t le logafitbmB 
«ft 1 , dans le fiftème de logarithmes dont il s'agit ici, il ''~' 



fiippofèT / ) ou -a-=-l , Se l'on aura - 



Z 
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l'on (rouv^^a=ï^,7lBl8l8, en Ce bornant à 7 décimales. 

Le nombre doni le lùgariilime eft I , lé rencontre fréquem- 
àdns ies calculs : nous aurons occalîon de le voir par U 
8t c'efl pour cetie raii'on que nous venons de donner la 

éihode de le calculer. 

S. On peut avoir une autre exprelïion d'un nombre paf 
le moyen de fon logarithme ; U voici ; foit x ce nombre , Se 
foie /j:= a. Si l'on multiplie le fécond membre de cette équa- 
tion par if, e étant le nombre dont le logarithme eft 1 , en 
aura /x^iVr, ce qui ne change rien, puilque/e^ 1. Ot l'c- 
^uation /« = xle. Ce change , par U naiure des logatiihmes, 
«n y* = M; d'où l'on tire*^=e'^ ; puifqueles logariihmw étant 
égaux I les quantités auxquels ils appartiennent , doivent être 
égiles. 

Seloncequenousvenonsde voir(ii4y>(îl'ona./i=j,onaiir= 

l -f-zH h&c.Puiïdortc qu'on a,en même temps,* =« * 

Dnaura«*^=i 4-z-(--f 1 1 1 -+-&c* 



Remar/fae. 

Ile. Ltméihodequc nous venons d'employer pour conclu- 
re la valeur de*, de l'équation * = Stc. s'appelle Mi- 

tkodt inverje des fériés. Elle confiftc, comme l'on voit , 1 

fiippofer la variable dont on veut avoir la valeur , exprimée 

I ]>3rutieCèrie, où l'autre variable ait des expoTantsen pfogreC^ 

I Son arithmétique, & où chaque terme ait un coëfticicni conf- 

'suit indéterminé. 

Si l'on avoit plutieurs termes en jr & en z dans la même 
Jquation, mais que « & a nefulTent pas muliipliés entr'enx , 
ton déterminetoit la férié des expofants, en faifanil'fxpofant 
lUu premier terme de la férié fuppofée , égal au plus petit expo- 
lift"' de la inême variable dans l'équation; & on prendroit , 
I pour différence commune des expolâms de la même féiie , le 
1 plus grand commun divifeur des expofants de cette même 
1 Variable dans l'équation. Par exemple , (î j'avois s^ -4-: 
-^«»-J-f KJ-t-Stci je ferois* = /la,^I-4-B« + C 

Lij 



£)iT-t-F*'-4-&t:,p3rce quele plus pent expo^mt Jez, elllî 
& que le plui grand commun divifeur desexpol.in[S'|& t >dc2t 

Mais fi les* & les ^ éioîent multiplié» enir'eux, alors il 
faudroit ftiivre une mé:hoJe doni le détail n'eft pis trop de 
roire objet ; on peut la voir dans 1' e ouvrages de Newton , (c 
dans l'Analjife dei tiguet enurbet de Cramer. 

Ufiges des Approximations précédentes, 

pour l'intégration des diverfes 

quantités. 

II 7- Comme on a des tables toutes 
calculées, des différentes parties du cercle, 
ainfi que des logarithmes; lorfqu'on aura à in- 
tégrer quelque différentielle qui pourra fe 
rapporter au cercle , ou aux logarithmes , il 
fera inutile déformais de réduire ces diffé- 
rentielles en fériés. Ce qu'il y a de plus utile 
àfaire aauellement fur cette matière, eft dei 
faire connoître celles de ces différentielles; 
que Ton rencontre le plus fréquemment, & 
de faire voir comment on détermine les arcs 
de cercle , ou les logarithmes qui en font 
l'intégrale. En voici des exemples. ^^^ 

1 1-8 . Nous avons vu (pp ) que s y^-^ — 

exprimoît l'élément d'un arc de cercle AM' 
( F(ç. 40 ) dont a feroit le diamètre , & x 
rabfcîffe ; enforce que l'intégrale de cette' 

quantité ou A/ — = a pour exprcffion l'arc; 
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^?jW. fuppofant donc que l'on demande la 
valeur de cette ïntiigrale pour une valeur 
déterminée de x; alors deCWou^d, on re- 
tranchera la valeur connue de x ou/JPj & l'on 
aura CP. Dans le trianglere£langleC/'A/, 
on connoîtra donc l'angle droit, i'hypothé- 
nufeC^^ = ^a, & le côtéCP,- on pourra 
donc calculer l'angle ACM ; or connoiffanc 
l'angle ^CW, ouïe nombre de degrës de 
Va-ic/îM, & fon rayon CM, il eft facile 
de calculer Ja longueur de cet arc(GeW. 

119. Si l'onavoît ■- .-- , h^g^pSck 

r gkt — pxx 

étant des quantités connues ; on rendroic 



cette ditFérentielie , femblable à la précé- 
dente j en divifant d'abord , haut 6t bas , par 



Vpi ce qui donûcrojt 



K' 



«*. 



or fî l'on avoit ici , pour multi- 



plicateur de dx , la moitié de la quantité 
-r qui multiplie A-dans le radical , aJors cette 
différentielle feroît femblable à celle de fartu, 
précédent; donnons- luj donc cette condi- 
tion , en multipliant &• divifant en même 



l5l{ 



C O D R J 



temps par -J 



11. 
? 



ou — ; nous aurons rr x 



K£ 



gtyp 






Dans cet 



état, on voit que l'intégrale de notre dif- 
férentielle, eftun atc de cercle dont le dia- 
mètre eft—, & rabfciiïe Xi eft, dis- je j cet 
arc multiplié par -~- : elle eft donc facile à 
affigner, par ce qui vient d'être dit. 

I2 0. Si au lieu de compter les abfcifTes 
depuis le point y^,nous les euffions comptées 
depuis le centre C, en nommant 6 le rayon 
Cjl j & X rabfciffe CP; nous aurions eu 
—pr^. — pour l'élément de l'arc y4M ; ce que 

l'on trouve aifément en comparant ies trian- 
gles femblables CPAf, A^rm, & fe rappel- 
laiit que PM = Vbb-xxi & que , puîfque 
l'arc A M diminue à mefure que CP ou x 
augmente, fa différentielle doit être néga- 
tive. Ainfi quand on aura une différentielle 

telle que- , . on la changera comme 

.—-. — — jory repréfen- . 

tant ici, i6j la quantité — ^ qu'on doit s 



ci-deffus , en - 



J 

it avQÎn 

J 
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^Ëans ïe numérateur , eft — y — > je mul- 
tiplie donc & je divife en même temps , 

tEonc en fiippofant que C^ = 'J/ti ^ jj 

C?j jfj on aura -— x ^4/, pour Tin- 

~r y _*_ 
tégrale , ou plus généralement -— , ' 

X AM~^C, ou ^ X A M -h C A l'égard 
de la Gonflante C, elle fe détermine par les 
conditions de la queftion particulière qui 
aura conduit à la différentielle dont il s'agit ; 
& l'arc A M Çè détermine comme nous ve- 
I^Jions de le dire ( 1 18) ; c'eft-à-dire^ par le 
Bpalcui du triangle CPA^ , &c. ^^^^ 

^b 12 1. Nous avons vu ( 1 1 1 ) que •• '*''* 
^■cprimoit un arc de cercle dont a efl le 
^pyon, & * la tangente ; arc que l'on peut 
I déterminer aifément pour une valeur déter- 
minée dex', en calculant l'angle ACN dit 
triangle re£iangley^CA', {T'ig.à^6)^ puis la lon- 
gueur de l'arc AM par !e moyen du nombre 
des degrés de l'angie AÇN & du rayon (z. 



L 
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Si donc on avoit -TrzT7;j ^^ divifei-ohî 
haut & bas , par h ; ce q^i donnetoit -^ . 
—/" , , puis multipliant haut & bas , paç- 

eh' . h k - ■ k h 

—-.onauroit -ttx-tî ou -7-, x -r- — î 

pn auroit donc l'intégrale , en calculant la 
longueur de l'arc qui a x pour tangençe , & 
l/£i' pour rayon, & la multipliant par —. 

12a. Ces trois diffe'rentielles s'intègrent 
donc par les arcs de cercle. En voici qu 
s'intègrent par \e moyen de \a, furface di 
cercle, 

L'élémem du demi-fegmcnt APM' 
{ Fi^. 4.0), eft dx l^ax—xx en nommant APj » 
puifquey = V^^rr^ & par conféquent^ïi» 
oiiPpmM=dxi^ax—^xi donc toute difféf 
rentiçHe qui aura cette forme, ou qui pourra) 
y Être ramenée par des préparations fem« 
blables à celles que nous venons d'indiquer 
s'intégrera par le moyen d'un demi-fegmen] 
de cercle dont rabfcifTe eft a* & le diamette , 
Jegment qui eft facile à déterminer, tant p; _^ 
ce qui précède , que par ce qui a été ^^ 
^ Géom. I î î )• 

:ç a 3 •. Par exemple , ft l'on veut avoir I4 



m 
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[brfacc du demi - fegment elliptique APM 
<Fï^. 47) ;on zuvTi y ^= —i/' ax- XX \^o^c y dx 
ou à{A PM) = ^ . VZ^x\ or dxy^'^T^x ex- 
prime l'élément dudemi-fcgment circulaire 
APM' , en fuppofanc qu'on aie décrit un 
cercle fury^B, comme diamètre; on a donc 
d (APM )=^~.d{APM')-y&^en intégrant ■ 
APM=j APM'f qui donne APM : APM':: 
b'.a\ c'eft-à-dire, que Ja Turface du demi - feg- 
ment elliptique , eft à celle du demi-fegmenc 
circulaire correlpondant , comme le p etit axe 
eft au grand axe; d*où il eftaifé de conclure 
que la furface entière de i'ellipfe, eftà celle 
du cercle décrit fur fon grand axe, comniç 
le petit axe, eft au grand axe. C'eft ce quç 
( iq8 ) nous avons promis de démontrer. 

Si au lieu de compter les abfcifles depuis 
le point A, ( Pig. 40 ) on les compte du cen- 
tre C, alors n omm ant C ^ , 5 , & C/^ , .v ; oa 
aura — dxi/'hb-xx pour l'élément du demi- 
fegment^PM; parce qu'alors, ^'=^^77;^ , 
& que le fegment APM diminue pendant 
que X augmente, ce qui rend la différentielle 
de APM négative, 

Voici un exemple d'une .différentielle qui 
ife rapporte à cette forme. 
|r Ja3' Piopofons-nous de trouver la ft 
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iàce du Tphéioïde eUipcique alongé La for^ 
mule générale de ces fortes de furfaces , et 
^l^d>i'-t-df( p8 ); or l'équation de l'ellipifl 
eQyy = — {^aa — *■*); donc ^ = — x 
l^^ZZZ & dy^—~x "^' ; donc 



— l/'dK H_4i^ , devient — x Vja4-«» x 

K ''*' -* — X .^ ' , ou en faifànt la multi- 
plication indiquée j réduifant, & faifant Tor- 
tifiijc'hors du radical,^ — l/^^iaa-xx-i~^^ 



— • ; or h Ion nom- 
me A iadiftanceCFau foyer FiFig. 4S ), on 
z kic^ ^ ûa — ^Sb f ou 'ikk = aa — bk 
( yllg. 394. ) ; donc l'élément de la furfkce 
devient f^ J^£^W*^ ^^ .w. ^_____^ 

Divifons fous le radical par 4.4^ & multi- 
plions au-dehors par fa racine 2k j nous au" 

•Mdx t y~j^ ■ / « I iii 

rons -jjj- . y ~- - "! , quantité a laquell 
ii faut donner le figne — pour qu'elle eià 
prime la furface comptée depuis le point -^1 
parce que cette furface diminue à mefura 
que X augmente i ainfï nous avons ^ 




i£: 
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Comparant donc avec — dx 
Vhh-xx que nous venons de voir être i'ex- 
reffion d'im demî-fegment circulaire dont 
rayon eft è, nous en conclurons que l'in- 
ItégraJe de - ^«^àfU,, ^fl un demi- 
fegment de cercle P M' dont le rayon eft 
~-j & dont rabfcifTe prife du centre, eft .v ; 
ue cette intégrale , dîs-je , eft égale à ce 
legment plus une confiante. Donc fi d'un 
ayon C0=^, c'eft-à-dire, troifiemepro- 
lortionnelle à C'F & à C^ , on dé crit le c er- 
:1e ONRj on aura/— dx p^é^ _ ,« ^ 

PM -+- C; donc/- ^^^l/^ifTir* =s 
'"x 0PAf'-4-iîi^xC. 

ta • raa 

Pour déterminer la conftante C, il faut re-" 
arquer que la furface cherchée, devant 
;ommencer au point ^ , doit être zéro à 
;e point ; or au point A, le demi-fegment 
)PM' devient OAJV; on a donc o =» 
~ X OAJ^-i-~C, d'où l'on tire C= 
' — OAN-, donc l'intégrale complète eft 
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{OPAT— O.'TN) , ou enfin '^ {ÂPM'N^^l 
Donc la furface du demi-fphéroïde , fec* 
^(y4CR/v), ou puifque C0 = '^, &é 
que par conféquent — = -~, cette furfactt 
fera -i ^ ~x /?C/t.V, ou -^ x |^ x /îCRN'i 

& celle du fphéroïJe entier , en eft le dou- 
ble. 

. Quant à la manière de déterminer ie rayon 
CO , elle eft fimple ; du point C comme cen- 
tre , & du rayon C/^jOn décrira l'arc y^L, qui 
coupe, enL, la perpendiculaire FL élevée 
fur C^ au point h; on prolongera CL jufqu'à 
ce qu'elle rencontre en JV la perpendicu— 
ïaire /4N, élevée au point A ; ce qui d 
nera CJV^ pour la valeur cherchée de CO , on: 
pour ~- ; en effet, les triangles femblables 
CFL&cCAN, donnent CF:CA:: CL-.CN', 

Cette détermination peut être appliquée 
à ia niefure de la furface de la carène des 
vaiffeaux , que l'on peut comparer à celle 
d'un ellipfoïde, plus légitimement que leui 
folidité ne-peut l'être à celle du même ellip- 
foïde. Toute l'opération fe réduit à calculer^ 
l'angle ,-^CA^ du triangle redangle CÂÎfi 
donc qn connoic deux côt^s , outre l'angla 
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^Hroit; alors l'angle A C/{ devient connu , & 
J'on peutaifémcnt en conclure la furface du 
fedeur NcR, à laquelle ajourant celle du 
triangle CAN^ on zACKi\ qu'il ne s'agît plus 
que de multiplier par -^ >= — . Quand on a la 
Ajrface de la carène, en la multipliant pat 
répaifleur du (ouffagt , on a la folidité du 
volume dont la carène eft augmentée par 
le foufflage. 

I 2 4- A l'égard des quantités qui fe rap- 
portent immédiatement aux logarithmes, ce 
font toutes celles dans lefquelles la difFé- 
rencielle propofée, eft , ou peut être rendue , 
«ne fradion dont le numérateur foit la diffé- 
rentielle du dénominateur , ou cette diffé- 
rentielle multipliée ou divifée par un nom*' 
bre confiant. 

Lorfque le numérateur eft exaflement la 
différentielle du dénominateur , l'intégrale 
"|£fl le logarithme du dénominateur ; ainfi 

^ Mais , lorfque le numérateur eft la difTé- 
lentielle du dénominateur , multipliée ou 
divifée par un nombre conftant , il faut 
décompofer la différentielle propofée , ea 
deux fadeurs dont l'un foit une fradion qui 



ait pour numérateur la difFérenticlIe exaâ 
du dénominateur , 6t dont l'autre fa<i 
teur foit un nombre confiant. Alors Tinté 
grale fera le logarithme du dénorainateu 
-variable, fera, dis-je, ce logarithme multi 
plié par le faèteur conftant. Par exemple 

pour intégrer -; ; ; comme la dîfférea 

tielle de a' H- a-* cft ^x^dx^ il faut que j 
prépare ma différentielle de manière à avoi 
^x^dx dans le numérateur; pour cet effet 
je l'écris ainfi — . 4TZr~i » *^*^^'- ^'in^^égrah 

Pareillement f—^^ = f-^^ 
^l{a'-~x)-^C=Q— l{a — x)-^C= 
il ~i{a—x)-¥'C=l^-hC. Demêrr 



fz 



_. j_ ^ Xd-X ^^i// 



ha:*) - 



=./KI7T^.-hCEnfin/^^^/£ 

Voici un exemple de la manière de déter 
miner ces intégrales en nombres. Suppo 
fons qu'on demande la valeur de i( a-h-x 
( n étant 5 ) , lorfque x = z. C'eft donc l\ 
qu'il faut avoir. Je prends dans les tahl« 
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inaires le logarithme de 7 , qui eft 
o^S^yopSo : je le multiplie ( 113) par . . 
2,302j8ço9 ou 2,j02j8jt,ôc j'ai 1,5^^9100 
ou 1,91-591 pouf ^^ valeur de /( a -f- * ) ou 
de Tintégraie de -— , lorfque a = y , 6c 
* = 2. 

On rencontra, quelquefoîi ,ilesdiftfrcniîe]les qui s'înt^greni 
diredement par logarirhmei ■ quoique cependant elles ne 
puiiTcnt pas éiTs préparées comme le^ précédâmes ; par exe m* 

pie ell dans cecaî. OnréuiEi quelquefois à leur don- 

lier la forme de différentielle loganilimîque en elîayant de le* 
multiplier par une fonaiofi de *, lelle que le produit devientie 
la diffère nîi elle de cetie fonflion, ou celte même différentielle 
multipliée ou Jivifëe par un nombre confiant. Alors en divi- 
sant par cette même fonâion , la difféTeniielle & toit évidem- 
metit une différentielle logarithmique. En appliquant ceito 

, je 1b multiplie par x •+• ^x x~i , te 

■■ -^ + dx, qui efl en effet la différentielle da 

Vxx — I , xdx 

dx àx-Jr—=:. 

x+yxx~ i;enforte que j'ai /" , ^J Vxx^t 

On trouvera de mëtne l'intégrale de ■■ en muUi- 

V^i-xx dxvrr 

pliant d'abord haut St bas par V-t > ce gui donne , " y 
dont l'intégrale , félon ce qu'on* vient de voir , cil 

12 •). Nous avons promis (83) d'expli- 
quer comment il arrivoit que la règle fon- 
damentale de l'intégration des monômes y 
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donnoît une quantité infinie pour rint^gral 
de —, tandis que cette intégrale à pour ex 
prefTion Ix , ou du moins ix -hC. 

L'intégrale de — peut être finie ou ia 
nie , félon la portion qu'on veut en avoir 
Pour éclaircirceci, remarquons d'abord qu( 
prendre l'intégrale de — n'eft autre chofe 
que quarrer l'hyperbole ordinaire, confidé- 
ide par rapport à fes afymptoies. En efFeCj 
l'équation de cette courbe eiixy = aa, 
icy = i en fuppôfant , pour plus de fimpU- 
cité, a=^i. Or de cette équation on tire 
_y=— j donc l'élément jfijf de la fur face, 
devient — j donc fi l'on veut avoir les efpace^ 
comptés depuis l'afymptote ^Z ( F/g^. ^$)- 
l'intégrale de — ou Ix-i-C doit être teU< 
qu'elle devienne o , lorfque le point 
tombe au point A ■, ou lorfque «= o^ on i 
donc alors /o-+-C=Oj & par conféqueilt 
C= — /o; donc l'intégrale eft Ix — lo ou/— j 
e'eft-à-dire , que les eÇpzces ZA PMP 
comptés depuis l'afymptote font infinis , 
Z & /^ étant fuppofés les extrémités de l'a 
fymptote & de la branche coo:efpondanc( 

dl 
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'de l'hyperbole ; ce qui n'a rien de furpre- 
nant. 

Mais fi , ie point étant le fomnietde 
l'hyperbole , ( auquel cas l'abfcifl'e corref- 
pondante AN= i ) , on veut avoir les ef- 
paces comptés depuis ie point A' ; alors 
l'intégrale Ix -h C doit être telle qu'elle de- 
vienne zéro , quand le point P tombera fut 
le point A', ou quand x=i-\y on a donc 
/ I -f-C:^o,6c par conféquent C=:— /i=o; 
donc les efpaces NOM P font exprimés 
par Ix, 

Onvoitpar-là 1°. que les logarithmes que 
donne immédiatement le calcul , expriment 
ies efpaces hyperboliques compris entre 
l'afymptote Se la courbe j & comptés depuis 
le fommet de la courbe. 2°. Que fi l'inté- 
grale de — ou x~ ^d X, prife d'après la règle 
fondamentale > eft infinie , c'eft qu'elle ex- 
prime les efpaces comptés depuis l'origine 
des afyraptotes. 

126. Pour donner quelque application 
ides intégrales par logarithmes , propofons- 
nous laconftrudlon des cartes réduites. 

Ces cartes ont été imaginées pour facili- 
tée la réduction des routes, dans la naviga- 
tion. La route que l'on fuît (au moins pen- 
dant un certain temps ), eft toujours diri^ 
M 
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gée fuîvant un même Rhumb de vent; i 
par confëquent , fait toujours le même an- 
gle avec chaque méridien que l'on traverfe 
fucceffivement. D'où il fuit que fi l'on vou- 
loit tracer cette route fur les cartes ordlna 
res , où les méridiens concourent en 
point , elle feroit une ligne couibe , & pa 
conféquent peu commode pour les opéra 
tlons que l'on a befoin de faire. On a pr< 
féré de repréfenter les méridiens par de 
lignes droites parallèles , afin que la rout 
qui fait un angle conftant avec ces méri 
diens, fût une ligne droite. 

Mais, en fuppofant que AMP, ami 
(Fig. 50) font deux méridiens ; ^ a , um 
portion de l'équateur , comprife entre ce 
deux méridiens , & Mm la portion corre! 
pondante d'un parallèle quelconque; on voi 
que l'intervalle M'm' qui {Fig. î» ) repn 
fente, alors , l'arc Mm , eft de même grai 
deur que y^V qui repréfente la portion cor 
refpondante Aa de l'équateur, quoique Mn 
foit plus petit que Aa, dans le rapport d 
P'M à CA j ce qui efl facile à voir en m( 
nant A/i*', mP',/^C& aC perpendiculaire 
à CP î car ces lignes forment avec les arcî^ 
Aa, & Mnif des fedeurs femblables Cy^a 
& PMm. 

Pour compenfer l'augmentation que l'on 
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Wm,en le repréfentant fur la carte j 
par M'm'f on repréiente la latitude A M , 
par une ligne A' M' plus grande à l'égard 
de A' a', que A M ne l'eÛ à l'égard de ^d j 
plus grande, dis -je, dans un certain rap- 
port ; & c'eftce rapport que nous nous pro» 
porons, ici, de déterminer. 

Soient donc Ai & R deux points Infini- 
ment voifins fur le méridien AM-^Mm, Rt 
les deux portions correfpondantes de deu:* 
parallèles. Si l'on veut repréfenter Mm , Rr 
par des lignes M'm', R'r' égales à celle A'a' 
qui repréfente A a, ai conferver néanmoins 
le même rapport entre les parties de chaque 
parallèle, & celles du méridien, il fautren* 
dre l'intervalle infinimeut petit M'R'f qui ft^ 
parera M'm' & RY, le rendre , dis - je , d'au* 
tant plus grand à l'égard de A/i? , que Mm 
eft plus petit à l'égatd de ^ « ; c'eft-à-dire , 
qu'on doit avoir M'R' .MR'. '.A a : Mm: : 
CA : P'M: : le rayon , cft au colînus de la 
latitude A M. 

Nommons donc la latîttide AMyS'y la 
droite A' M' qui la repréfente fur la carte » 
( & qu'on appelle la Latitude cro'tjfante ) , 
nommons-la /. Pofons le rayon CA ou CM 
^=i; CP' ou le finus de la lat itude A -W» *. 
Nous aurons P' Ai "«K""— «xi -^^ 
M 
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& par confôquent di' =3 — ^. Il s'agit dont 
pour avoir s\ d'intdgrer la valeur de i// 

c'efl-à-dire, . Or nous avons vu ( 112 

que -^^-^ — , venoit de la diflFéienciation d< 

"'-^idonc ^— ^ , vient de la différencia- 
tion de / '-^î & par confdguent l'intégrale 
de Y^— , qui eft la moitié de - ^_^ - , fera 
Y / ^—^ i on aura donc j' = -j- / ^^_ ~ = 
lyf i±^; intégrale à laquelle îl n'y 
point' de confiante à ajouter j parce qm 
lorfque x =o,/k 7:^» devient IV 
ou /i , c'eft -à-dire, o; on', ou la droin 
A'M!'à.o\x. en effet être alors zéro , puifqui 
Tare âM qu'elle repréfente eft zéro , quani 
X eft zéro. 

Obferv'ons , maintenant, pour rendre cet 
te expreffion plus commode , que le rayon 
eft le fmus de 90" ; & puifque , par x , nouf 
avons entendu C?' ou le finus de la latitude 
A M i nou s aurons donc , au lieu de j 

^r ""T^ ) ^^"^ s.\xti& équation , j' ssi 
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7/^.W): I : : i :coï (^y'"" — ■ 
T/^M), ( Gc'o;n. 280). D'ailleurs cet (45° — 
i/^A^ ) = tarjg ( 4 j o -h 7^ A/) , parce que 
"j"* — i^M eft le complément de 4 j" -t- 
|>/^Mj puifque 45-°— fy/Ai^ po" — 4j^ — 
^ AM i on a donc ta»g^%' — ^AM'. i : : i : 

- ,— , — ^T^r^■ Subftituant cette valeur dans /, 
on a j'= ÎDg, V,a«g(^<,' -^\AMy , c'efî- à- 
dire, j' = /sç.fd»^ (4j*-4-7/^/W) j ou/ = 
/o^.rof(4j'' — 7^M). 014?" — fy^A/efl 
la moitié de po° — y^Ai , qui eft le complé- 
ment de la latitude; onadonc enfin, la latî- 
ade croiffante i = /og-. cot ( 7 complément de 
I latitude ). 
On prendra donc , dans les tables ordi- 
naires, le logarithme de la cotangente de la 
teoitié du complément de la latitude , Ôc 
rayant multiplié (113), par 2,î02j8jop , le 
produit fera la latitude croiffante j exprimée 

i en parues du ra^^on. 

^ Mais comme il eH plus commode d'avctij; 

■ . M ii; 
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U Ucitnde cioilTante, exprimée en c 
voici comment on la déterminera. 
avons vu (i II) que la longueur de la demi- 
circonférence d'un cercle donc le rayon eiî u 
*fi Ï)*4*ÎP^<^ &c. Ce nombre étant dî^ 
vifé par 180 , donne 050174535 pour 1 
longueur d'un degré. Il n'y a donc qujj 
chercher combien de fois ce nombre 
contenu dans la latitude croiffante que nou 
venons de de'terminer; c'efi-à-dire, divifeJ 
cette latitude croiffante , par D,oi74f53 ; la 
quotient exprimera la latitude croiffante, 
degrés. On a donc la latitude croiffance j 
exprimée en degrés, par. . 

* ' . — ^ — ^' -'. Mais en divfl 

fant2,îQaf85'09, par o,oi74fîj, on troi 
ve, pour quotient, 131,9283 en fe bornanj 
à quatre décimales. Donc pour avoir la iati 
titdc eroijjjnte , exprimée en degrés y il fam 
flfunàre dans les Tables ordinaires , le hgm 
ritkmc de la coiangente de la moitié du cùmpU 
ment de la latithàe , & le maltiplter pat 
131,938}. Le produit fera le nombre 
degrés êc parties de degré de la Jatïtuda 
croiffante. 

Pat exemple , fi Je veux avoir la latitud 
croiffanïc qui convient à 40** de latitud 
Jtotp^ ; j« piends k sioid^ du com^Jéinca 
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;'cft-à-dire, la moitié de jo*,' 



ou aj". Le logarithme de la cotangente 
de 2Ç°, efto.jj 1 Î27Ç *, qui étant multiplié 
pat 13 1,521^3 , donne 45,71 ly, c'cft-à-dirc ,* 
4}%7"î » ou4î°4i'- C'efl ainfi qu'on peut 
calculer des tables de latitudes croiffantes- 

12 7- C'eft par un calcul à peu près fem- 
blabie > que l'on peut déterminer la diffé- 
rence en longitude , lorfqu' on connott la 
latitude d'arrivée, celle de déparc, & le 
Rhumb de vent. Voici comment on y par-, 
vient. 

Soit QM { Fig. y 2 ) la route qu'on a 
fulvie ; Q le point de départ i 0/? l'équateur ; 
y4J\4P 6t amP deux méridiens confécutifs , 
infiniment voifins l'un de l'autre. En îmagi- 
nantl'arc A/wjparalIele à l'équateur, le trian- 
gle infiniment petit mMr fera reûiiigne 6e 
re£langle en m ; par conféquent , on aura 
mr:Mm:: i : tang mrMj en fuppofant 
oujours le rayon = 1 ," doncMm=mr x 
mrAI. Or fi l'on compare la figure ja 
Il ia figure yo , on a ( félon ce que nous avons 
■éjavudans la queflion précédente) A^ m : 
: cof. lat i t j c'eft-à-dire , m r x tang 

rM : Àa: : cof.lat ■: \. 

' Comme nous avons Tup- | riihme du rayon « qiii_ eft 
»Ie le rayon, égal i l'unité , 1 lo^ooaooooj c'eft-à-dire» 
'' iaxn diminuer ces logaiii'i' t Ater lo, de lear canAéiiC» 

-.i it laiigcnie , du loga- | dquc.. 
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Nommons donc x , le finus de la latîtud» 
yi M {fig.^2) ; fon cofiiius fera j^nZ 
L'arc mr qui eft la différence des deux lati- 
tudes a r & /^Af , fera la différenùelie de 
Farc ^ M , Se aura pour expreffion -- _i :: 

( 125). Nommons de plus , a , i'angle m rM 
que la route fait avec le méridien , ou h 
Rhumb de vent;& z, la différence B^ di 
longitude, ce qui donne ^iï=^2-,' alors I; 
proportion que nous venons de trouver 
change en fdwjr a : dz: : i^,_-x* 
d'où l'on tire dz = tan^ a . j^^. Mais nom 
venons de voir , dans la queftion précé- 
dente , que l'intégrale de , étoU 

T i ^^^ i nous auroos donc 2=7 lang a . l — - 

Pour déterminer la conftante C; obfer- 
vons que lorfque 2 = o, c'ell-à-dire 

Îtoint de départ, la latitude A M, devieni 
a latitude BÇ du départ. Nommons donc 
le finus de cette latitude. Il faut donc que li 
confiante Cfoit telle,qu'en mettant r pour x, 
on ait 2 = 0. On a donc o=Yî:2wg'iï . /^ — 
•4- C, & par conféquent C = — ~ tang a 
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Or en raifonnant précîfément comme 
dans la queftion précédente , nous trou- 
verons quey^ -i-^ fe réduit à cot. ( ~ corn" 
plément de AM)\ fie pat la même raîfon 
y^ --^> fe réduit à cot. { ^ complément 
de BQ) y donc 2, ou la différence en longi- 
tude , = tang a \ log. coi (-f complu, de lat. d'ar- 
ri-uée) — log,cot{^compl'. de lat'tt. du départ) ); 
ce qui donne une règle foitfiniple,pourtrou- 
ver la différence en longitude , ibit par les 
tables àes latitudes croiUantes, foit par les 
cartes réduites , quelque foit d'ailleurs le 
Rhumb de vent. 

Par la Table des latitudes croissant 
TES.. . Cherchez la latitude croijfante qui convient 
à /a latitude d'arrivée. Faites la même chofe pour 
la latitude du départ. Prenez la ài§èrence de 
ces deux latitudes croijfante s , ( ou leur fomme , 
ft les latitudes font de dénomination différente ) $ 
^ multipliez - h par la tangente du Khumb de 
vent, f^ous aurez en degrés, minutes, -ù-c, la 
différence e» longitude. 

Par les Cartes réduites. . . Cherchez far 
Hjlf tnéridiertf ta latitude d'arrivée, & celle du dé- 

L : 
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part. Elevez par f extrémité de chacune ^ unepft% 
pendiciflaire qui rencontre la route prolongée. La 
différence de ces deux perpendiculaires,portée Jur 
r échelle des longitudes , vous donnera , en de~^ 
grés , minutes , &C. la différence de longitude. 

En effet, W^ ( %.S"S) étant le méridien 
01 la route; ÂQ^fAPf les deux latitudei 
croiffantes; PQ ou KT cft leur différence 
or dans le triangle reSangle VRT, on 
1 : tans: T^^^ : RT:TS; donc TS==^ R T 
-x.tangTRS\ or iîreftia différence des deux 
latitudes croiffantes , & l'angle TliS&^ égal 
à l'angle de la route avec le méridien. 

Laligne courbe Q_M{hg. ^2} qui marque 
ïa route du vaiffeau fur lafurface du globe 
s'appelle Loxodromie. 

A quelque endroit de la route que l'on fu^ 
pofe le point yW, le triangle Mrm a toujouij 
les mêmes angles, puifque l'angle mrM ei 
toujours le même , & que l'angle m cft droiti 
îi y a donc toujours même rapport de M-{ 
h mr, que du rayon au cofinus de l'angl 
ptrM que nous avons appelle a. Donc h 
nombre de lieues courues fuivant Q /W , ei 
au nombre de lieues courues en latitude 
ceft-à-dire, au nombre de lieues de IM 
comme le rayon eft au cosinus du Rhumb dl 
vent. Ce qui fert à déterminer la différend 
$n latitude, quand on connoit le Khumb di 
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vent & le nombre de lieues de la route, 
Certe même proportion fert auffi à trouver 
le Rhumb de vent , quand on connoît la dif- 
férence en latitude & le nombre de lieues 
de la route. Bien entendu qu'on réduit en 
lieuesjles degrés de la différence en latitude, 
à raifon de 20 lieues pour un degré. 

De la manière de ramener (lorfejue cela ejî pof- 
fible) r intégration à' une différentielle prQpoJèep 
à celle d'une autre àïfférentielk connue ^tr de 
dtjlmguer les cas où celafe peut. 

118. Nous nous bornerons à expofer la méthode, Tur lei 
dilTcretiii files binômes ;il fêta aifé,enfuiie, d'en faire l'appllca- 
lion aux difFéientielles plus ccjmporées. 

Suppoibns d'abord , que la difl[èreniidle prapofée , Coit 
hx'dx{a-h6x")'', & que j'-J* C-f-iï" ,)To/( celle dont dis 
doiidépendre ; c'eft-à-dire, fuppofons d'abord que lesiieux ex- 
f ofants du binôme roient les mêmes, 

t& a étant dei expofants inconnus; (, un nombre entier 
pofiiif; A,8 ,C,P,R &c. des coefficients confiants , paceil- 
letnent inconnus. En difiëi^nciant, on aura hx'dx f«-+ii'/=» 

P«'-*-'î) -+- (a-hbx^yf+' ikax'-'dx -h a-f- î)B«*-H-'J, -f- 
Ct-f-iîJC*^ + ^^-'J*...-|-(t + t3) Px^ + '^~'dx)-t. 
Rx'"dx(a + èx'')PyOUyeniiviihnttom,fii(a-i-l'x'')^dx , on 
auiaftj(' = (p-i-i)"V-'(.4ït+flx'+«-(-0*+^î...+ Fx*+'î)' 
^-(a+i*")(iA^-'-^-(fe-t-î)B**+î-'+(4-^-l5)Cx*-^-!-^.. 

.^-Cfe-l-*9)Pï*-*-'î-'}+«5". 

Pour que cette équation puîlTe avoir lieu > indépendamment* 
iç touK râleur de xi il- iUut qu'après Ut multiplicdiions Se I» 
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tranfpolïiion faites, la Comme des quantités qui muIcTplierOffC! 
une même puîfTance de x . fuit zéro ; c'eft piT cette condîiioa 
^u'on déterminera In coéfEchms A ^ B , C , &c. nuis il faut* 
pour cela , que le nombre des puiiTiinces de le , qui enireroni 
dans celte équation, ne furpalle pas le nombre de ces coëfli-^ 
cicnis. 

Or le nombre de ceux-ci eft / + i , comme il eft aifé de 14- 
Toïr : voyons donc quel frra celui des puilTaDces de x, Pou^ 
cela , il nous faut détfrminer k Si q. 

Comme les expofdnisjt & y (ont indéterminés, voici ci 
ment on les déterminera. k~ i efl le plus petit rxporani indéf 
terminé qui le trouvera dans l'équation; on l'égalerai m ou à r^ 
félon que m on s lêra le plbs petit expofant.Le plus grand ex- 
pofanl indéterminé qui le irouvera dans l'équation , (êra 5, 
Çw'nfî qu'ilcft aifé de ie voir) k-i~tq-\-n — i; on l'égalera 
ax, iî on a égalent ~i à m; ou À m, lï on a ég^lé k— 1 k s. 

SuppoTonsi — I =m; on aura donc i -(- 1 y -J- n- i = 1. Cela 
pofé, pour que l'équation ne rtn ferme pas plus de puifïantes 
de x, qu'il n'y ade coefficients indétrminés, il faut que les ex-, 
pofanis de *, danscette équation, forment auflî une pogrelTioa, 
arithmétique dont la différence foii 5, ce qui ne peutmanquat 
d'avoir lieu, dès qu'or afuppoft *- 1 =m,k-^ cq+ n~ 1 
& f un nombre entier po/înf. Or le plus grand lerreie de ( 
progrellïon étant h -i- tq~\-n- t , 3c le plus petit, h~i ; il' 
efl aifé de trouver ( Alg. iji) que le nomhre de^ termes de' 
„h-i--tq-i-il-l-k'^l tq-i-n ., 

cette pcogrelTion, elt ' (-lou-i +i;U 

faut donc que -^^ +i=»-|-i , & par conféquent 9=11; fûtu' 

aimant. pour q Si h , leur valeur, datis l'équation h ■+■ tq -4-; 
« — I i^ j , on aura in-j-m + R = j, & par conféquent, 

t =: ^ ^11 donc la réduâion d'une difïéren--. 

tielle à l'autre, ferapoflible, fi ladifKrence /-ffides expofânts 
de X hors des deux binômes, dîvifée par l'cxpolânt de .r dans 
le binôme, donne un nombre entier pofiiif; & alors on fup- 
pokt!,fxUx {a -1- bx'')?={a -<- i«'')P+'(^;<""-*-'+ B.r'^+''+'^ 

pour déterminer ]escocffii:ients^,B,C,P,fl,&c. après ivoiî" 
•Ufférencié , divilî: par {a-^bx'')^iX) 8c fait les opératioAs.fui; 
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Je tromeioDt fodiq'- ées , en tnnfponrra tout d^iu on tncme 
mem re, jf on égaiera à zéro U Tomme des quaniiiés tj-jt 
mulfipijeront une mime pitiSiDce dtx,Ct q^i d.jnnera duant 
d'iqujiions qu'on a decoefficteou indcierm.néï. 

1:9. Mliîs fî l'on y iin aiieniicn, on verra qoe àès ^t 
fx'dx Cfl-(-i)i")' dépend de /i^Jx(*-(-tj";', réciproquement 
celle-ci dépend de U première ; or <n procédant , comme cî- 
delTus, pour réduire /i"i» .; 4-(-ia")f à/Vii (4-+-*»")?» 

on trou?eroit qu'il &ut que foii un nombre cnùet 

poiîtif ; Bc qu'il faut fuppofet fx'*dx ( 4 -(- i»*)' = 

^fl-^•iJ"}f-*-•(,^x'4-^_^,By»-"•^-'^-&c.-^-P*"'-''-*-';^- 

fRi' dK^a-t-bx")^; donc (bîi que / foit plus grand ou plu* 
petit que m, pourvu que jou donne un nombre entier 

pofitif , on pourra loujours rani?ner l'une de gts dîffcren- 
tiellee à l'autre, en mettant pour premier expofam de x , dan« 
la fuite (ii"-f-Bi^~ÎStc. le plus petit des deux expo/ântjifi!t/, 
augmenté d'une unité, St prenant peur ;, l'expcânidex dan> 
le binôme. , 

Par exemple , ff l'on vent zéiwK x*ix(.bb-xx)^ , i 
dx{bb~x!t)', qui Jépend de la quadrature du cercle; je vois 
que/ — m eft ici 4-0, lequel divifé par n , c"eft-à-dire, s , 
donne 1 , nombre entier; donc la réduétion eft pûffible; 8c 

puflque la formule t = i donne r = i , que d'ailleurs 

le plus petit expofant m = o , je mettrai donc i pour k ; je ferai 
donc/x^iixCii — »ï)^ = {*fc — SX)' iAx + Bj.*) ^- 
fRdx{bb~xx^~^\ alors différenciant, divifâni cnfiiiie par 
(££— xx^'iXtSc tranCpofam, j'aurai o = Aby — /lx^~iBx* 

-hRH-jBÈii'-JC* 

-î^x'-îflx'; 
a'oùl'ontIre-eB-i:=«,-4-<-l-3aèi^o, Abb-hR = Qi 

l-. Il efl donc facile, par cstie méthode , de trouver dei diS- 
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reniielles qui ft rapportent à une difKrentielle éontife , H n 
confêguent y celles qui lê rapportent i la quadrature du cercW 
de l'ellipre, & à celle de l'hyptibole; différentîdies dont] 
eft facile de irouver les difFérentes expre/fionE , par le mojid 
éei differemei éijuations de ces courbes. ~ I 

130. Remarqtions, en palTatit , que cette méthode donq 
auflt lei différentielles binômes intéfrables; en efteiichercbi 
parmi les rfiffercnlielles binômes telles que'i*'<ia'( 4 + 6*")'] 
quelles fotit celles qui font iniégrables , c'eft cher 
celles qui dépendent de Rx"~ dx (a + bx") , que nous avoil 
TU (?«) cire inicgrable immédiatement ; or il rélùlte i 

ce qui précède {tiS) que — doit fire un nonib^ 

entier pofîtif , c'eil - à - dire 1 que doit être un n 

I>re entier polîtiF , ce qui s'accorde avec ce que nous a' 
dit (si). ' 

iji.Suppofons, maintenant , que les deux binômes qui 
irent dansiesdiiférentielles dont il s'agitici, aient des exp» 
iânts différents ; enfortequc la différentielle proposée Coiihx'a 
Cm-ix")'', & celle à laquelle on veut ramener celle 
foh x^dx{d-i~bx'')P, j ayant une valeur numérique rJia 
petite que celle de r. Si r eft pofitif , on changera la di" 
lentieile/ix'iiï (a + tx'f, en cette autre hx'd x(tt + b x"/ " 
(a+bx")^. Alors fi r-f efl un nombre entier pofitif, 
pourra réduire /li'dxf a -Fiï")''"'? (a-l- Éa")'' en uneft 
de termes de cette forme ( A'x' -f- B'x' "*" " -H C'x* "*" 
■+■ &c. )d.t (a-hii")?, dont chacun peut être ramena 

àx'^dx 'a-t-bx")P par la méthode précédente fî x - « _ 
être divifé par«;& pour j- ramener la totalité, on appliquera 
mot à mot , ce qiii elt prefcrit par cette méthode , en prcnanfl 
pour ce que nouf y avons appelle / , le plus grand expoûnll 
de* dans la valeur développée de hx'd » ( a -j- bx") ''~f' 

Par exemple, fi \'avohfx*dx(èb-xx)'' à réduire à/tfM 
^bi-xx)' , iechzngerois fx'dx(l>é^»x)^enfx^dx (iÈ-sxJ 
( it - XX )^ oa f( bbx^dx' m*diiy (ift-x*)»; alors ce que ji 
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ms prendre pour t, eft 4. Je fuppolê donc , conformément à 

Tainéihode,/,ii*'J* ~i,^dx) Jè~XK )':=(,6b^xx)i 

( <f*M- Bx' ) -(-/RJ X Ci *— « « ) ^- 

Si au contraire la valeur de r tft négative, on préparer! 
la différentielle à laquelle on veut rapporter la prc.polèe « 
or la prÉpareta,diî-je, de cMie manière, x''dx ( â-(-i**)P~' 
X ( a -1- É x")'; alors lî p — r eft un nombre entier , comme 
il fera néceJTairemetit po/iiif ( puifque noui fuppofons r nér 
gatif & ^luj grand que p quelque Toit d'ailleurs p ), on pourra 
réduite x''dx(a-t-bx'')f ~'^ ia-i-èx')' i nnc fuite finie de 
termes de cette forme (.4'a"+ B'x"' •+-" -h C'j;"' ■*-*"+ &C.) 
(a + hx')''. Alors on agira , comme s'il étoi't queftion de 
réduire cette dernière i la forme ï-"!;*- CiW-éx")''; c'eft -à - 
dire, qu'on opérera d'une manière toute femblable i celle 
^ue nous venons dç prefcrire dan» le c^s où r étoii polîtif. 

Pat exemple, s'il s'agiffoit detdduireg)[~'ii)( (<m -+-«)-* 

kdx{aa-i-xx')-^a\i , qui (m ) s'îniegre par un 

arc decercledonixeft la tangente, & a le rayon ; je change^ 
rolsdx(iia-hxx)-^ en(aa-hxx}dx (a^-i-xx)-\ ft 
comme le plus petit expofant hors du binôme propofé, eft - i, 
je fuppoferois fR(aa-^ xx)dxÇiia-i- xx)~^ = (,aa + Kx )- • 
C Jjt-'+ Bx)+fgx-'-dx (aa-J-ax )-'. Et j'acheverois 
comme d-deflus , pour déterminer les coefficientï A , B Se R. 
AloH , par la tranfpt.fition , on auroit la valeur de/g x - ' djt 
(iiw4-x*)-',dans laquelle je réduirois enfui te « {aa-i-xx) 
àx(aa-hxx)-^,îRdxiaa-hxx)''. 

■ Dei FraBions rationnelles. 

iju Toute quantité différentielle rationnelle , efl[ toujouri 
înicgrable , ou algébriquement , ou par des arcs de cercle , ou 
par desiDgarirhmes, ou pat ces trois moyens à la foi* , ou par 
deuK (èulrment. 

Elle eft toujours întégrable algébriijuemeni , lorfqu'elle ne 
renferme point de dénominateur variable, à moins que ce 
dénominateur ne foit monôme, en exceptant feulement dans 
ce dernier cas, la circonftance où le dénominateur ne feroi; 
élevé à d'autre puifiance que l'unité : c'eft ce que nous sToni 
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Wh'i tx.iwpirl casiafraâio 



propotïe fera . 



faudra, pour iniégrer c 



:(>:'*-!) C«+î) («-HO 
ne fraâion, fuppofec . . . 
. »' + ...tx"-') i« 



f-grcxH-ft: 









Sec- 



Ldx 



Mdx 



Ndx 



-&c. ^,B,C, &c. étant dl 



COcffîeienHConftanis & indéterminés. Alors, fi par qiipiqi 
moyen que ce (bi'i, on détermine ces coefficients, il fer<i fdcii 
d'avoir l'intégrale. Cela efl évident pour les fraflions fimp], 
Ldx Mdx Ndn , , ,,. . , „ , ,, 
. ;, , ,fl£C, dont 1 intégrale eil Li ( * -|- t ). 



Mt(x 



h^)» 2J/C*-t-r) Sec. à l'égard des fraûions . , 

Aj<"'-'dx-i~Bx'"~^dx-t-...RJa 

■ , . „ ( on fera , pour plus de hi 

pliciié, I -t- g =S z , ce qui donnera * = , _j, 3t.dx = dz 
Subltiiuant ces valeurs, on réduira la iculité à une fuite di 
monômes faciles à intégrer, & dont un feul fera delà forme — 
ncme, pourli 



i-dire, s'intégrera par logariihnies. De i 
'dx~i-B'xP~'^dx-h...Ii'dx 



«"mes ■ • • _ , on fera *+*-: 

(x-f-h)P 

AinGj il ne nousreftequedeuxchofesàexaminer; lapr 
miece, comment on itouve les fcfleurs du dénominaieur 
la fraûion différeniiïlle propofée ; jla féconde , comment o 
trouve les coëffictenis indéterminés. 

Tjî. Pour trouver lesfafleursdu dénominifeur , il faui 
conduire comme pour réfbudre l'équation qu'on aurt'it 
égalant ce dénominateur à zéro ; puifque f.1/g. 178 ) réfou-, 
are une équation, revient à chercbet les faâeurs binômes doW 
la multiplication a produit cette équation. Ainlï, il faiitcm* 
floyeiies miibodet donnes (Alg, is^&/uiv. ) 
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ij tfi Quanti la manière de trouver les coë/Scîents A,B,C i 
te gui ïè préfente de plus naturel, eit de réduire au mcme 
dénominateur loutes lés ftaftiotis oj ils entrent; alors les deuiï 
tnembres de l'équation formée de la fradîon propo(èe&de 
ces nouvelles fradions, ayant le même dénominateur, on 
peut Tupprîmer ce dénominateur de part & d'autre , li ayant 
ttanfporé tout dans un fetil membre , il fdut , pour que l'équi^ 
tion ait lieu, indépendamment de toute valeur des, il faut , 
dis-je, que la Tomme des termes qui multiplieront une même 
puiiTancc de:tr, foit zéro. Cette condition donnera autant 
d'équaiionsqu'onadecoefficients indéterminés, & qui fetvi- 
lont à déterminée ces mêmes coëQicîents. En voici dei 
exemples. j^ . . di 

Propofons - nous d intégrer ; )e luppolerai . 



teurna-*», font a 4 
dénominateur, j'ai — 



, puifque les deux fadeurs du dénomina- 
— je. Alors , téduifant au même 

aa — xr: 
inateut commun, divifani piir (jr, & iian^ 



d"où il eft facile de conclure A = 



ayons donc ;= - 



. , dont l'intégrale eft 



Propofons - nous t pour fécond exemple , la fraftion . ; ; 
,oa'd:.^z6a':'d=^-^na^x-dx-^Sax^dx ^ ^^^ ^^^^ avonseue 



*) 



l.i'34) en différenciant -f-ïal(, 

Hou j luppofetont donc ~ 



c« 



,)•(.. 
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\ ■■ *H <— -^-^ «ij ; rédiuuuif an mer 

» OBma (a|KètaToirinpprimé le Aénotou 
CÔBunon j diviS par 4jp > & tranipoft } 

lo^ -4- »^4i'« -f- 17a*»* -4-5a*»:=o# 
— iJ>4i» — 7C«*» — 5C««* — D«» 

«6«>- ) Ba « 6il a^- 7Ca^*> 5 Da^sOtioa^ 6JB«'- 3Qi>- 1 Das =0, 
éqjoation d'oùrcnœcFa il == ia,fi£=: a\ C==:ia, D == -a; 

hd!flSbneiiuellepropol2e,lêcliaiigeni-dofic cni-- — - 

•4- . «^ ^prédfifmeoc'QDiiiiDe on Fa trouvé ci- deG^ 

sa-4-x |a-4-x 
ftfc Les deux demien termes ont évidemment pour intégrale 

lax ■+■ ûa 

je fais 4i-f- jrsssx, falârr=s-^4, & dx = ds n'^"^'^onc 
> ■ — ^— on ■ -,. , donc I jntégrale eft 

MM Z ZZ 

aa a a 
sai'zH îOUxai(a-Nf)H ;ainfî , Tintégrale totale eft 

h za/(a+*)-*-ia/(ia-*-*) — a'( 3a-hx),aînfi 

a-H* 

qu'elle doit être. 

137. Cette méthode eft générale. Maïs on peut faciliter la 
recherche des coefficients , par plufîeurs méthodes. Par exem- 
pte, on pent trourer» indépendamment les uns des autres , les 

N d X 
coefficients des fraôions fîmples, en cette manière. Soit 

M 
la fraôion propofée ; ^ x + a un des faâeurs du dénomina- 
teur; & foit P le quotient de M dîvifepar hx-^a. Conce- 

^^* AL ^ CL Adx (Idx 

Yons décoinpoie en & •^— — ; alors nous aurons 

Af hx-^a P 

Ndx Aàx _^ Qdx N A ^ Q . 

= 4- ^: — , OU -7= ; h -^ ; donc 

Af J!i*-ha^ P M hx-k-a P 

en réduisant an même dénominateur 9 & ayant égard à la fiip- 
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fitionqueP= ouPx :;j*-i~aJ = AÏ, on aura 

W:=AP-t'(l(hx-t-a). Mais en différenciant l'cguarioR 
fl)P--Vl, on3kPdx-h(t>x-h'i)dPz=dM. Or cette 
P 'équation, ainfi que l'équation K^AP-hQ ( kx-i-a ) devant 
avoir lieu pour tome valeur de x, auront égaltmeni lieu , 
loclqu'on meiirapcurx une valeur quelconque. Mettons donc 
pour X la valeur qui donne leréfulat le plusfimple; c'efi-à- 

Jire , menons pour x la valeur — — que l'on a en Tuppolant 

(,ïc dénominateur txH-a = o; alots nous aurons Jrpdx=dj\l, 

E N- A P. Metiant dans la féconde , la valeur P ^ qtte 

1. . ■ , ''^'^' . „ ■ ,- *''* 

Uonne la première , on a ^ =: ; c efi-a-dire , que peur 

ivoir le numérateur A de l'une quelconque des ftzéHon* 
fitnfks, il faut divifer le numéfiteur Ndi de la propofce, 
parla ditTérenti^UedM de Ton dëDomïnaieur , & ayant (îibftî- 
itti pour X la valeur que l'on aiiroït , en égalant à zéro le âé- 
ninateur de la fraft on Emfile , on multipliera le tout , par 
locificient de *, dans ce dénominateur fîmple, 

ipk, pour avoir les numérateurs yl Se B dei frac- 



V 



Adx 



Bdx , 



dans lefqucllcs nous avons. ci-defTui , àé- 

compofé la fraétîon ■ , je difîctencic ledénominaieui 

a.t-xx, cequLmedonne — ixdx. Jedivifedonc le numé* 
i:^ieur dx de la propofce, pai-ixdx , ce qui ihe donne 

, dans lequel mettant fucceflivement pour j! , -aSia, 

quirontlcsYaleursqueTon trouve pour x , en égalant fucceC- 
ivement à léfo , les dénotnioateurs a-t~x& a-x des frao 
ions partielles ; & multipliant par les valcuts iS(-i,âeh, 

les valeurs de ^ & de I 



à — ,8c- 



6 , comtne nout 



Vivons trouvé cî-deffus. 

On peut de mémCj trouver des règles gëtiérales pour dctep> 
r le* coeScienis des numérateurs dej fraâîons pariielle* 
it pourdéaominateur le produit des racines égales; mai» 
ne nous y arrèteroRS pas. 
ij8. Quoique les teglgs que nous veaoni de donner pon 
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• 

brfgi tr let fiftâioos rattonnelles > fbieot fénÀ^lei ; cepea- 
iaitt , lofTqoe foel^^ • uns det fadeon du dénotnînateur font 
uugv4iim, oa a' pbor intégrale» de^ qn^tkés compo- 
fSef 4l*»imffiiiàii«s ; lotégialc. qui n'eft ' pat moins réelle , 
Inaji 9118 1 on ne nunene pas toujours commodément i une 
ferme réelle. Ce qu'il âut faire dans ce cas» eft d'extraire 
<f abord du dénominateur, (ous (es fàâeurs réels ; après quoi 
pn ' déçompdfe le refte « non en faâeurs du premier degré » 
ij^uift ea taâeurs du ftçond , l^uds feront toujours réels^ 
iAlf» zz$). Alors pour çhamic £i^ei;sr du ficond degré» 
^fù peut toujours être tepré&^té par ax*+^»-4-^) ça, 

fbnqeuneftaâiondeçetMforaie *^ — ^- ^' $l l'on dé- 

(ÇfQMne toujours les coâficîeutf comme cî^-deilbst 

X.39- Si parmi les&âeurs du (ècoQid <Iegré » il s^eo ttouve 
gui feient égaux eotr'eux» alors on foicic^era , pour chaque 
groupe de laâeurs ^ux» uoè fraâion de cette forme • • 

w ■ • ■ . . rt- -^ ■■ ■ " ■ , n étant le nombre des 

iÀx^^bx^c)% ^ 

ipiâeurs ax\r^b x-^'c , qui Ce trouvent égaux entr*eu3|» 
. 1 40. Il oc refte plus qu'à avoir comment oa intègre çe^ 
quanutés. Voyons d'abord la première. 
• Sttppofons , pour plus de ftmplîcité , que la fraâion par- 
tielle eft réduite à cette forme f ï , ce eue 

Ton peut tçujôuts faire ; en dîvîfant haut & bas , par om 

Alors on fera difparoître le (êcond terme du dénominatetfr » 

en fai(«ntx-h ja'cx; ce qui donne ;r ===;?: - \a' y 8cdx = dzy 

lùbftituant, on aura une quantité de cette forme. . . • • 

Çzdz^Dds^ . . Czdz\, 

dont la preouçrç parqe — • s intègre. 



— * 



par logarithmes ( 114 ) ; & la féconde s*integre par un arc de. 
cercle dont le rayon eft ^ , âr la tangent eft z. 

Quant aux quantités de la forme . • • 

Ax^'* \dx'hBx^''''^dx-h.,.Qdx r j «^ 
■ ' ■ ■ ■ • . V on fera » dç memç » 

di(parpî|re le feçop4 teçirie du aénominateur , & Ton aura une 
quanuté de cette forme — __ ■•^-^ 
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^mel'on iarémn. en (e piopoCim df ramener i ^ 

félon la méthode donnée f ij i > , l'irM'grale <k U fonnne dei 
«r-^es où I aura des exporanu piirs. Qoint à ceux où le: ex-. 
pofdnts lëioiu im^rs, ils s'imi^feront pr ce ijui a été dît 



( 9 ' ) 1 ou Uen en In lameaaiH à : 



, (bloti la 



ffiéihoftff donnée f tjo J. 

Aitilî , toute fraâioD raiioaticlle , on t'ïnte^ exaAement . 
ou ne dcpend , tout au ploi , que des atci <te cnclc & dct loga- 
niJunei, 



■ J)e quelques transformation! qui petrvent faei* 
w liter in Jutégrathm. 

t4r.QN ne peut donner de Tcgtei générales far cette n^ 
lieie. L'infp. aioti des quapiiiés , Tufage & l'adtcffe, diâmt 
duns ch^ue occafioti, ce qu'on dcit fjîre. 

Le but Ats transfof marions dont il s'agit ici, ell rfe rendra 
rauonnell», les différentielle s propcli-ef, parce ^u'aJo» on 
ïâii le( irnégfcr. Sur cela , voici quelque; chCervuicm. 

1 41. S'il ti'y a de quantités radïcalfi ■ qi.-f dn atanoaitt, on 
^fes ramènera d'abord à des expoCknt: fr»âionMim , ^iw l'on 

léduira Iouï au même déneniinateiir. Alors , lî «J feprélënte 

(((ne de ces quantîics , ainfi préparées , on fera il ^=e; ce qsi 
JonBeiar=x', & dx^/*"-* df. On ruiftiteera . S I on 
aura une quantité toute ratjonnelie. Par exempte , fi l'on aToit 



, je t'ccriroif xinfi - 



;puttî«Iacban- 



N iv 



n^t ateSa'iz; & par ccnfeqiiem ; — * i 90» 

c I* +- a' 

i 



Cours 



fo réduit à , & s'intègre facilemef», parce gi 

a'été die fur les fraâïons rationnelles. 

T4j. Toute quantité dans laquelle il n'y'aura qu'u 
complexe , qui ne palTera pa: le lecond degré , & où 
ble, fous le radical , ne paiïera pas le fécond degré , peut tonj 
jours être rendue rationnelle par l'un ou l'autre des 
moyens Tuivanis, i*". Aptes avoir dégagé le quarré de la varid 
ble (ous le radïtal , on égalera ce radical . à cette même v£ 
fcle, plus ou moins une autre variable ; i". ou bien on déo 
pofera la quantité afFeftèe du radical , en Tes deux fadeurs 
en l'égalera, ain(î dccoinpofée à l'un de fes faâeurs, mi 
plié pat une nouveLe variable. 




■p— — , qui eft facile 






Je pourroisauf[i,d ans ce même exemple , fairer/" — Z 

ouV^(ï-d)(*-t-a) =C»-a)*; alors j'aurois , en quar- 
rant & divifant enfuiie par «-u, x-t-fl=f s-a)aa ; d'où 

l^ix^ ^^ ^zZ~i ' ^"* * "««gre par les règles ci-deflus > 
pour les fraftions rationnelles. 

On peut appliquer ces méthodes à la reflificaiion delà para-i 
bole, donil'élémeniI^fJx'^-ii^' j eRfr d^ 






On dégagera d'abord j' , en écrirao 
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^r ^ +>'; & on feraK ~ +y =J'4-5. 

144. Quand il n'y a d'autre ndical qu'un radical qu3rré> 
& point d'autres puilTances de x, que des puiiTances paires 1 
on peut égaler le radical à une nouvelle variable muiiipliêa 

par la variabie afluelle. Par exemple , fi j'avais ^ ; j« 

pourroiï fairel^^ i\~y\ — ■'i Et lil y avoii tJn ftcond 
lerme fous le radical, on pourroiï encore faire uf^ge deceiie 
iransformation , en fdifant d'abord di paroitre ce fécond 
ferme , du moins guund il n'y a aucune puilTance de x , hors 
du radical, 

i4î. Erifîn , on peut, dans la vue de rendre rationnelle, 
tenter d'é^ .1er la variable, ou une fonâîon quelconque de la 
variable, à une nouvelle variable, oui une fonôton d'une 
nouvelle variable , dans laquelle on lailTe quelque chofe d'in- 
déterminé , & qui puiffe (ervir à l'objet ^u'on a en vue. Par 
exemple, pour fevoir dans qoels cas on peut rendre ration- 
nelle, la quantité ^"'li^fd-j-éx"/, je feroisC4+i«"j''=i'* 

q éiant indéterminé, J'aurois e-i-bx' -=7: f ; x* = x.? -a { 

è 

"?* ^ ./ 

b 

qui eft intégrable quelque fait q , lorfque — 
nombre enûer pofiiif ou zéro ( Sfi ) ; & qui peut éi 
KUonnelle , en bi&ni 9 c p . loifque "*"*"' - 1 eA u 



I 



^ft : - e o tr «; * 

(re enttfr nigÊHif. Et ûfik pour valeur^ ^ lik étm^ufi 

2» 

iKunbré endêi^ i4i|*tiff , on tàùtètieicà an cts mentionné (143;) ^ 
M faite ^saMi fi ^-^ %twm Tideuf tË: -^^ ik'étaatf 

vn nond!>re entier impatrp 

14^. Nous ne notu arrêterons pas à étende ees ifbrtës Je- 
transformations^ Nous ferons Seulement remarquer , qu'oie 
fiu:Uite (bu?««t etrtmHti îààgjttàôm éà é^ant la variable , i 

Apie iraâîoii leUe ^b «-^ Par exempte», fi ywfms • • t 



qne « par la dinfion , on réchura aune fiiîte de monômes ^ 8tik 

«ne quantité d^ û âinxer — ^ — dottt onconftdit aâuella^ 
i^aent Tiatégrale. y *"*"!* 

Î3^t Intégrât^ dès i^éot^th mpmenti'elks». 

147» Il n^]f> a pas é^a^tre^ règles à donner fiir Tîntêgratioit 
de ce$ quafitiiés > que de tenter de les décompofer en deiu^ 
faâeurs, dont l'un fbitkdîff.rentîeile du logarithme de Taun'é, 
ou en (bit une pifrtie confiante (iS ) j^ alors on divine par la 
ijîfférenitielledu Içgàffh&me de ce fécond iFadcur. Ainfi je vois 

que* (dylxT^^—j eft întégrable » parce que Ij? faâsut 
àylx ^Zll cft la dMFéremIclle de>/;f, qui rit ïe loga- 

fîthrae de x^ J j'aurai donc potif fnfégralè — -^ : l-T 

(d^/xH.^li\ (dix') 

4-C;c*eft-4-dii:e,/— — ^ ^ — -f^C, ou>^ -t-C^ 

^ ■• ■ -f ■«* 
dylx'-^' 



* a» 



li^ar cette mérfie règle , je vois que dxe eft întigra^ 
^e , ^arce que d x eft la diSëren^èllè d,u. logaril^mp de. c > 
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TBvifïe par noe conftante. J'ai <ionc fix* := 'T^f - 

i_ . Dans le cas où t cfl le nombre doni le ioeariilune eS i 
aie 

ia reglefeti^iliiuà divifcr 1« diflFétenfielIe ptcp«rée, païUdi^ ' 
férenticlle de l'expofam de f. ~ 

Si l'onavoità intégrer x'ixt" , t ^lint le sombre dClt^ 
le iogatiihrne cA i i on le poniroii , Icz^e m eft tn 
iionibrs etitiet po/îrif, en faifact /«"iïe*';^ t" ( A i' -f- 
Ba™"' -*-£ï'"~^-»-&c.-j-i3.PiiexeiDfle, fij'aî jt'ix*", 
je fûppofe /j' dxe" = e"' (AH- B» -*-£). En ciSneiKÛnt 
( i8 ) , & divilânt ertfirite par «/«"'j j'ai jr'=4«»'-f-<fli-f-aEi 
-»-»,l»-*-S 

donc Aa= t jdB'i-s.A^ei, aE+B = oi c'eÔ-à-dîre,^= — , 
B= — , E= 2-, donc rint^rale de fx'dxt" eft . . 

On peut empIoj-eravanMgeDtéme'nt le nombre e, dont le 
logarithme ^ A i , pour l'intégration de plufîeurs quâniitéi , 
principalement quand cllfî renfermeni det logarithme!. Par 
exemple, (ï javoii à imégrer l'i^C'»)*. je ferois Ix =^ 
z = 2 / e ; donc x = e' ; dx= dzt'^ i & par conlë^oeni 
x'dx flx)"^ i*ifze , qui s'intègre dans le même 

cas que la piécédence , & de la même œanieie. 

f)e ^intégration des quantités à àevx, ou à un 
plus grand nombre de Variables. 

148. 5i l'on fê rappelle la règle que nouï avons donne» 
nif différencier les quantités à ^uiicuis variables . oîi vert» 
EJue pour intégrer les difFérentielles 3 plufieurs variables (lorf- 
THO cela eft podible ) , il faut raflembler tous les termes affeâéi 
! la différenirellc d'une même variable, & les intégrer 
mmesni n'y avoit d'autre variable queccHe-lâi c'eft-à-dire, 
[^lae fî tfiuiss les auties étoient coaâanteii Alors fî l'oa 
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àiBéreticie celle l'nicgrale en faîûnt varier CucceWv/emtot 
loutes lesTariables, & que l'on teiranche le réfulrar , delà 
différentielle propolee , Tintéerale qu'on a trouvé, eft ( en 
ajoutant une conftanie) la véritable intégrale i s'il ire kQb 
rien. S'il y a un reile , il ne renfermera pas la variable pu 
rapport à laquelle on a intégré : on fuîvra à l'égard de ce 
1 le même procédé qu'on a fuivi d'abord , & ainlî de 



refte. 



fiiiic par rapport i chaque variable. Par exemple, fi j'avoii 
3x'^dx-t- j:'d^-+- ^xy*dy~t-y^dx : je prendroisles deux termer 
afFeâés de ix, favoir jx'jdn-y'dx , &- je les iniégreroisB: 
comme fi >éioitconllant. L'intégrale eft jr'jr-t-y'i. Or, cetiŒ- 
quantité étant différenciée par rapport à x & ày , & le réfiiltaC:^ 
étant retranché do la différentielle propofée, il ne rcite rien ^= 
j'en conclus que l'intégrale e/1 x'ji-i-y'x-t-C. 

raffemblint tous les termes aÉFeflés de dx. & intégrant , cp=s» 

regardant j & j comme conftanies , j'aurois x^y -j- x'-z -i ..^ 

'Mais en retranciiant la différentielle de cette quantité , prife^î^ 
en fàifant varier x,yScz, en la retranchant , dis - je , deS-S^ 
la propcifee, il refte y'-dy; je prends donc l'intégrale de y'd^^^ 

quieft— , & l'ajoutant i celle que j'ai déjà trouvée, j'a^^ 

( en y comprenant la confiante ) x'y -}- x»3 -\ 1 ■ 

-+- C, pour l'intégrale- * î 

14P, Mais comme il n'eft pas toujours pofllble d'întégreir^^ 
(oute différentielle à plufieuts variables , il efl: bon de fair^s^ 
connoiire à quel caraSere on diftinguera fi cela fe peut. 

ijo. Pour y parvenir, il faut obfervet que fî dans un^ 
^antiié Q compofée, comme on le voudra, de deux autre» 
-quantités ï &y, on fubftitue d'abord pour « une quaniii^ 
quelconque p , & que dans le téfuliat on fubftiiue pour y uns J 
quaniiié q , on aura la même chofe que fi on avoii commencé" ] 
par Tub/iituer 5 pour j, & enfuitep pour ï : cela ellévide 

lîf. Il fuit de-là, que fi on différencie uneguartiié quel- ' 
conque Q compofée de *,> & deconftanics, en nefaifant d'ar 
bord que * variable , & qu'enfuite on différencie le léfultat 
en ne faifant que y variable, on aura la même chofe que 
fi l'on, eiit dVbord différencié en regardant y feule comme 
variable, & qy'enlûiteon eût différencié ce réfulut, caregar» 
^ant X feule comme Tariablc, 
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^H En eSet, zoacevoiK qu'en tnenani d'abords -f* i x pou 
^■devirnne Q' ; on aura Q'-g pour la différennellc, Cunce^ 
^^Bns qu'en metlant y-^-dy dans celle-ci , au lieu de j, Q' 
■Kvienne Q" , & que Si devienne Q"l, cr/orie que <2'-<J 
piSevienne g^'-g;", on auraQ*'-ii"'-Q'-|-Q pour la fécond* 
différentielle. 

Faiibns maintenani nos fubftîtutions en fens contraire; te 
puifqu'en menant >+<i>, au lieu de^^dansQ, il devient g^", 
on aura Q'"- Q pour la premiete diferentîèîlc dans la fuppo- 
fidon de jf variable. Si nous mettons maintenant x + d z , 
au lieu de x dans cette quantîié , O deviendra Q' , comme 
ci-deflus; & g^" ( 150 ) devien-Sia Q" , enfône que Ç"'-Q 
deviendra Ç"-0'; doncja féconde diffcreniielle tera Q"- Q*" 
-Q"'-*-Q, précifément la même que la première. 
Cela pofè , convenons que fi ji reptélente unf quantité 



i la difféteniielle 



■ Compofèc de X & de y, — dy marquer 

^He A ptife en faifant varier }>, — dz, celle de A piife en faî- 

"ïântTfatierx.Demême; . d^ed» marquera que l'on Jiffe- 

dxdy 
rencie d'abord ,< , en ruppotâni;fIëule variable j Si qu'enfuît* 
«n différencie le réfuJiat en faifânt varier> feul. 

Éiî!. Ceséclaircjffementspofés, rôît^W«-f-^i_)' uncdiffc- 
Jiiielleexade, & Mfon intégrale ; on aura donc — dx -f- 
M dM- J M ** * 

—df = Adx -+- Bdy ; donc ~— = A, Se — — =: û ; donc 



ddM 

' dxdy' 



-.ddM, dA , ^ddMdx dSdx 

aufli dy = iJï, K — ;—, — = — — , 

dxdy ^ dy ^ dydx- dx 

'^^A „ ddM dB , ,. 

^K_,& = — ; or nous venons de démontrer fiîO 

^^My dydx dx 

^H ddMdxdy ddMdydx , ddM ddM . ^ 

^■ne -—- — = — — — ; donc — -- = -— - ; donc auflî 
^mr dxdy dydx dxdy dydx 

-é ——■ c'eft-à-dire , que fi Adx ■+- Bdy cft «ne différentielle 
dy dx 

compleire,ladifFcrentie!lede j4 prife en fajfani vnrlery (êule , 
— t diviftnt par d>, doit être é|aleâladifférentieUe de Bprifo 
' ira feule, &diïiûni par dx. 
j. Aînlî jereconnoiaquÇïj'd» + *j'd^ cft une différontielle 



complète, p«rce goe ' -— = '^ ; «n effet , le près 



■■.i^yy. 



4i>''^* 



mier meinbre fe réduit à , & le fécond à ^ "" . Au con-i 

dy dx 

traire je vois que *jdx -H i.sdy n'efl pas iniégtable , parce qu« 

dy dx 

i^î- S'il entre plus de deux variables dans la différentielle 
propofée ; c'eft-à-dirc , fi elle cil de cette forme Adx + Bdy 

Cdz, il faut pour qu'elle foit întégtabfc , que l'on a 



àB àA 



dy 



- = — , — = — ; en effet , on peut regaidet 
«* «a dx dz dy 

Ûicceflîvcment?,», Sricommeconfianiei; & ladifferentr 
qui n'a plus alors que deux termes , ( puifijue cette fuppofitioii 
donne ou iz = o,ou((^ = o,ouJ«=:o), n'en doit paâl 
moins êire une différentielle complette (î la propofce l'eft. Elle 
doit dorïc > dan; chacun de ces cas , avoir les qualités des diffé-^ 
lentielles coiaplettesii deux variables. 

11 eA aifé , d'après cela , de trouvée las conditions pour tld 
plus grand nombre de variables. 

Remarque, 

iï4. Supposons que ç foit une quantité inconnue compo» 

Re de .ï , > & de confiantes ; & que l'on connoifTe fa difFéren'î 

lielle Adx, prife en regardant y comme confiante. Si l'oâ 

veut avoir la diffère ctielle totale de £, on fuppofera qu'elle ei' 

Ad»+Bdy; alorsBdoit être tel que l'on ait— = — 
ii*. . , . dy dx 

Honc dB = —a* ; intégrons en regardant n feule comme 

variable, puifquenousn'avons fait varier que*, dans B. Nou^ 

aurons B=/—d*; donc Bdy = dyf — dx. Or puifqud 

j^iîjceflfuppofé la différentielle de Çprife en faifant variet 
on a Qi=/^(i.ï, l'iniégration étant faite en regardant x (eulé 
comme variable ; donc b dîtîérentielle completie de Q j 

de pd* efi Adx-i-dy/jldx; où l'intégration f—dx doit 

■'' '^y 

ft faire en regardant y comme confiante. 



r 
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Des Equations diffcremie//cs. 

IJÎ. LoRSQDï l'équation difiKrerilielle propofce ne «n- 
ftrnis que deux variables, » & y ; & que l'on a, duns ua 
feul membre, les x&djv & les > & dy dmt l'autre: alors l'in- 
têgraiion Ce réduit, pour ttaque membre, aux règles qu^ nout 
avons JunnÉs pour les différeniiellef à i:ne lêule variable. 

Ainftj G i'omvoit ai^y''dx= by^^dy , qui peut repréfe met 
toutes les équations Hifféreiiiielles i deax lermes ; ceiie équa- 
tion dont les il) dé ternit nées fe réparent tout de luiieendivirant 
par jr" Se par x'', devient ax'^~'dx ^ by^~"dy dgni l'inté-^ 

graleeft évidemment = -t-C. 

m-t-i-t 5-B^-i 

ijfi. Mais com-nc il peut arriver que l'un , ou l'autre, 
oa aucun des deux membre! de l'équation différentielle l'épa- 
"ée , ne toit iniégrable algébriquetnent , Se que néatimoint 
'ifquatîoti puilTe être algébrique, ou du moins ramenée à une 
'--- algébrique, il eftbon d'euaminet ceux de ces cas qui lê 
crent Je plus fréquemment. 

exemple , fi dans l'cquation précédente, on avoit 
m — r^ — 1,& j—B=—i; l'équation diflëtt'mielle lê réduî- 

roit a — =— i-, dont on ne peut avoir! intégrale de chague 

membre que par logarithmes ; en'brte qu'on a alx=:bly 
-i-lC. Mais cette équation pem être rendue algébrique , en 
l'écrivant ainfii*'' = //-!- /C, ou /."^/c/i or .1 eft évi- 
dent que li les deux logiriihmcs font égaux, les deux quaniiiéj 
auxquelles ils appatiiennent , doivent être égaies j donc «''= C> , 
équation algébrique. 

iî7. Si l'on avoit feulement y — n=— i; l'équation dif- 
férentielle (êroït «*'"~'(i* ^ — —, dont l'intégrale eft 

k ^i i+r~ =bly-t-lCi maïs on peut donner à cette équa- 

K tioni: 
■ par i, 

Ï 



tion une forme algéiirique , en multipliant le premier membre 
par ie, t étant un nombre dont Je logarithme eft i *' ; cac 

a I»gaiithiDc« 
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alors on ne changera rien à réquatfon« On aura donc 



astf ^ 

IgP =5 /rjT , fc par confequent e^ =icy^. Dorénavant nouJ 

marquerons coujours par f, le nombre dont le logarithme efl i. 

1^8. Prenons pour fécond exemple , Téquation ndx =2 

dz 

- ; le fecond membre «xprime l'élément d*un arc de 

cercle dont z eft le finus, & i le rayon, z eA donc le (inus do 
r * ^rVft~àdîré»j defndx ou de »Ar-f-C. On a donc 

pour intégrale» z^=^finÇnx'\'C). Pareillement , de l'équa-» 

uonwd» = ^ on concluroit z'=s.co[(nx -H C ). 

15p. De même, puifque > exprime Télément d*uît 

arc de cercle dont i eft le rayon ^ & z la tangente ; fî ron 
avoît n4x = 9 on concluroit z = tant^ Cnx-+- C)^ 

Maisfionavoit ndx = -—; pour la ramener à la forme 

a -i-fzz 

de la précédente, on feroita:= w« , m étant un coefficient 
confiant; alors on auroit ; fuppofant donc /f72^= a ; 

on auroit m =1/*-— ce qui donneroit ndx:=zb f ^ 

f ' 

a -hauu 

d'où Ton tire r::::^ — dx Vafj donc « , ou — ou 

' ' uu b m 



^y/'L=Ltang(JLx \^af -^ c\. Donc z = f/^-^.' 

Tang — xy/af-^C* 
b 

1(0. Dans les expreffions7;«(ff»-f-C) , tang^nx^C), 
que nous venons de trouver , «* 4- C exprime la longueur 

abloluô 
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tbColne de l'arc en parties tlu rayon i. Mais comme î! eft 
plus commode d'employer l« nombres de degrés que les 
longueurs mêmes, il faudra, quand an renconcreia depareillei 
exprelTiont , évaluer les arcs en degrés ; ce gui eft facile en 
Tes diviianti par le nombre de parties du rayon que contient 
un degré, c'eft-à-dire, par o,ar74îîî , { ou ce qui revient 
Aa Ttiétne) en les multipliant par ^7)197416*. AinS le ijnns 
de l'arc qui a pour longueur è ; ou le finus de l'arc qui i 
on nombre de degrés exprimé par è x f 7jt974ifi6 > font 1^ 
même c ho lé, ndx ûy 

161. Si l'on avoit ,^^= , '- dont les deu« 

V j-nx y 1 -y y 
inembres expriment les éléments de deux arcs qui (ont l'un 
à l'aiiire: : 1 : it & dont les iînus icni x &j; alors pour inté- 
grer on retidfoit chaqu e membre rationnel , en faîlânc pouÈ 
ie premier > V \~xji = *V ~\~\\ Se pour it fécond,* 
i^ i-yy = jv' - 1 - «. L'équation (ë diangeroit en 'L^ = l^i 

dont rînrègrale eft ntx=h-t-lC, d'oii l'on lire C/^s"î 
■8c: en mettant pour î &( leurs valeurs , C( iv-ZT-i/'i -y^> 

==(xV^T~t/T^'7^,% qui exprime généralement, le rap*' 
port des(ïnus*&y des deux arcs mu!ti(rfe(i'un de l'autre. 

Mais pour faire ulâge de cette équation, il fdui , au parafant £ 
'déterminer la confiante C. Or fiippori ns ( comme on le peut ) 
Eue les deux arcs ont une même origine ; alors* Si y doivent 
devenir réro en même temps; mais dans ce cas, l'équaiioii 
devient- Cv' i = (- »/ i )'. ou- C = (- 1)" ; or (- O" eft -t- i 
ou-l , félon que n eft pair ou impair ; on a donc- = + i » 
&C=+!i le ligne fupérieur étant pour_le cas de n, pair; 8t 
J-'inferitur, pour », impa ir; donc enfin-+-(> •- i-^/7zy^;| 

Dans chaque cas particulier, on pourra toujours faire âîA 
paroitre les imaginaires ; mais le moyen !c plus fimple , fers 
d'égjiler à zéro £ après avoù tout iranfpofè dans un lùv\ mem-» 
bce), la fomme des quantités réelles ;_ alors on verra que l'é-J) 
quation reftante fêta diviiîble par v' - 1 , & lera la même qui 
celle qu'on aura formée en galant à zéro la fomme des guan- 
';s réelle?. Par exemple , li l'o n faiift = i , on aura ~y 1 Tï 
y I -.yys-KM- ay i/Z T. V i -»j-H' 1 - xx , ouy TZyj, 
^zxx~l-{-t>: y-i*y ï~xx~yt^~l=9i égalant donc à zéro. 





•aïo C o- tj n s 

la'fboime des guamltés réelles >> on aura 1/ 1 Syy + z>xû^rso^ 
^ réquatkm totale fera réduire àa^i/tTÎ ♦>/ i-*.r-^v^^ 
s=o , qui ét ant dîv igcpar V - 1 , donne i x v'TZ." -> - ô , 
eu j> = i yt/ i~ <>jy;orfi Ton quarr« cette équati on , & ré- 
citation 1/ I -y^-hi** --'i = o ^ ou.plutôt |/ I Sy y = I - ixx , 
«n aura le même réfiiltat. 

On peut, de la même manière , trouver les co/înus & les 

tangentes des arcs multiples. Pour ces dernières, on intégre* 

. ndx dy ., . ,, ^ 

ton '■>,.^' ' - i m ) , en dccompownt i -f- ^x , en 

I -h If* — I -i-J jT 

'(^H-xV-i) ( i-*i/^i ), & I •+-» en (i 4-y >/-i ) 

C ItJ'v'-i) » on acheveroit enfiiite , parce qui a été dit, fur les 

firaâions rationnelles ^ijS&ij^). 

i6in Pendant que nous fommes Cutcttie matière, faîfbns 
eonnoître une manière d^exprlmer le 'finus Se le connus d'un. 
jUC) laquelle peut être d^ufage. 

dy 
Soît donc<ix = -y ,Véqua[tîon qui exprime la rela* 

itlon , encre un arc ;ir , Se Ton Hnus y. Si l'on fait >/ 1 - y y =3 

ViZ-i-ajon aura^= ^3-, ou — ss-jArv^TTidont 

rintégraleeft/a=-xv^-i_+/C, ou/z=:-*V*-i /^-{-/C, (157) 

qui donne 2= Cf*'*^"^ ; & mettant pour z , fa valeur, on a 

yy~- y/ i- yy = Ce"^V^- ^ . ATégard de la confiante C, on 
la déterminera en obfcrvant que Tare x & fon /in us , doivent 
devenir zéro en mcimc temps ; on aura donc -1/ 1 = C ; donc 

y 1/'- î - V i^yy = - e"^^' ' ; & par contéquent >/ 1 -vy 

»> \^'^ -H e*"-^*^ ^ ^ ; quarrant , & rcduifant , on aura y :=i 

— ^ '■ — =5 ; donc puî^juc y eft 

finus de X , on zfm x = ^ 1 ^ 

Si dans le fécond membre de Téquation V i -y y - v \^ - 1 
^ ^-;vv^Tï , on metpourjr, la valeur qu'on vient de nouver^ 
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M aura Kl ~yy, c'eft-à-dire.eii/*! 



donccs/x- 



Revenons à nmégration des équation;, 

16). Lorfgue les indéterminées ne font pas ftparées dansTé* 
quationdifférentiellcprojiofée, alors avant d'entreprendre da 
les lèparer , il faut voir lî , par haxard . l'équaiion ne (ëtoit pas 
întégrable dansl'éiat oîieUeeft. Or c'eft ce que l'on reconnût 

dA dB 
tt» (iji), en examinant fi ■^= — > ruppofânt qae ^liij^ 

àx dy 
-+-Brf ï=5 o reprîftnie cette éqnaiion. Si cette conditiou 
«voit heu, on intégretuit , comme ilaéiédit (148). 

lÉfl. Cependaiu il pourroii le faire que cette condition n'eût 
pas lieu , & que l'équation n'en fût pas moins iniégrable ; maîa 
ce feroit en la multipliant pat un faâeur conrcnable campolS ' 
de*, deyj & de confiâmes. 

Soii P ) ce fafleur. Alors AVix -j- àVd^ = o (ëra donc Uii* 

diffétentieUe complette-. Il faut dont i^uc — 3 — = — i — -^ 

La quelîion eft donc réduite à trouver pour P une fonftiort 
de * , de y , & de confiantes , qui fatlsfaife â cette équation,' 
Maiïi comme cette recherche eft d'une trop longue dîlcuCi 
Con i nous nous bornerons à trouver P dans le ca» ou il ne doit 
renfermer que des* & des confiantes feulement, ou desji &de> 
conftanies lêulement. Suppofons donc que P ne doit contenir 



que des X, on aura limplement P-j— = 
Ton tite_=Ai£ i^l 



dp 
on aura donc aifH^ 



incnt P , G djp 



t fe réduit à une fonâion de x , conimM. 



cela eli néceflaîre, poHt que P 1 foît > comme on le fiippoîc( 
une foqâion de x ÇkvAc\ 




il a Cou R » 

On pouff oît encore trouver le faâtem , s*îl devolt être contf 
sofé d*une fonôîon de ^^ multipliée ou divifée par voo 
tonûion de y d'une forme connue. 

i^jr. Ceft, parxe moyen , qu'on peut intégrer générale-' 
ment tonte équation de la forme (ûivante . . • . . Xy^dy + 

A"/ "^ ^ J*-f- Jîf" /dje= G vA!"» -y, A*" étant des fondions quel- 
conques de x; 2 & r des exposants quelconques. , 

Jepourrois chercher > £ elle ne àt^fitm pas intégrable en I3 
multipliant pas un faâeur de la forme V-f , P étant une fonc- 
tion de x> &iiun expolânt indéterminé ; & je trouverois que 
cela (è peut , en ruppofànt n^=r^r. Mais il efl plus (impie ds 

réduire tout 'de fiijte Tcquation à cette forme y^'^^dy-^ 

|7-9-''-Hi 4x-f- fi* = o, en divifant par A'&par ^'•j & re- 

pré&ntant par F & F' les quotients — & — • Alors pour inté-r 

grer <:elle-cî» je fuppofe que P foit le fadeur; P étant une 

fondion de *. J'aurai donc P^r^"'' ày -H Wy'^"'''^^ dx 4- FT^a? 
= o. Or fi P eft une fondion dex> F"? le fera zuffi ;JÏ^'Pdx fe 
réduira donc à l'intégration des quantités i une feule variabJe, 

Il ne s'agit donc que de rendre Py^^'' dy -^ FFy^"'''^ ^ dx une 
différentielle complette.; ce qui çxîge que ^SI^lZL}=s 

41£Z>lII±iJ ; c*eft-à-dire , que ^ 5 "• ' ^ P _ 

dy 5^ "^ • 

(^•r-rhi)jf^"'''FP; d'où Ton tire i^ = (^^rH- i)F^Ar; 8C 

en intégrant /P=:/(^-y-f-i) FJx=/(^-r-4- i) F^x./^; 
doncP = e/(î~'^-*-^^^^. Subflituant cette valeur de P dans 
réquation Py^''''dy'+- &c. & intégrant, on aura . , . 

^-r-+- I 

Je n'ai point ajouté de confiante, dansTîntcgration de l'é- 
quation qui a donné P, parce que n'y ayant aucune condition 
pour la déterminer , on eft maître de la fuppofer nullc^ 

Prenons un cxeroplCf Suppofons qu'on ait à incégrf 
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— l-(Èx* -!-«-«-/) dxB o. En mnltipliani par le 

âeut P , on aura Pdy + ''^^''* i P (Ax* + « +/) dx^ o t 

,„cque— =d(^^;=— ; donc— ^ 

?— ^9 donc /P=fl/jt,. ou P=:x * L' équation devient 

donc «".Jr -1- a*' - ' jpi;* -W 6« " "*" * iix -H ex "-I- ' lî» -t-/»''dj( . 
dont riniégrale efl x"? + i-x""*"^ _^ g*"*^' _^ /jt''+' 

>4-C=o. _ «-*-î «-'-^ "+1 

i(!6. L'équation générale que nous venons d'intégrer, £ê 
rencontre -jlTez fréquemment; & la métliode que nous avoiiï 
employée , peut s'appliquer dans beaucoup d'autres cas ; en 
yoîci qui pourront nous ëite ulïJes pat la iuite. 

Si l'on avoit les Jeux équations ' dx -t- ady ■+■ Çhir-h- cy) Tdi 
e=:o, Wx -i- a'dy -+■ (t'x -f- ey)Tdi = o , x,y , Sci, écant 
(rois variables; a ,/• ,c, n! &c. des confiantes, & T, une fonc- 
tion quelconque de /; on réduîroii l'intégrale de css deux 
équations, à la méthode précédente, eti cette manière. Je 
multiplie l'une des deux , la première , par exemple > par un 
coefficient indéterminé & confiant g, & ajoutant à la fecondC) 
ïe multiplie la totalité par un faÛcui P » que je tûppotc être une 
fORflion de»; j'aurai (gP-i-kP) dx-t-(gaP -i-a'P) dy^t- 
( (eÈP -i-è'P) X -h CscP -i-cP) J-) Tdt = o. Suppofoni 
maintenant que cette ei^uaiion foit une différentielle exafle ^ 

d{gP-k-kP} 
il faudra (lïj ) que Ion ait i=. ^ =, . , 

i(.{ghP-^b-P)x+{gcP-\-^P^j')r-)_^ dÇgaP 




'dernière équaclen fe réduit 
neni (g-i-k)~-=Cgb- 



) 0=0. Ec les deux aiitm doi 

dp gb+h- 




Igc^if)?!; d'où l'on tire —-= 
gc-i-e^ ^ 

r ; Td/; donc , égalant ces deux Taleuiî dç 

tant par Tdt, on aiia- 

■^■^ - , - 
tera au fécond degré, & qui étant rclbiue, donnera «eux 
leurs de g. 

Suppofant donc g connu > on aura aîfément p; puii 
Pégnaiion-— =^-^7», donne P==f^£-Jl- ; 

OrTequanon (gP w- AP } dï-4- Se. étant aduelTcmcm 
différentielle exaâe, fi on l'iniegre , on aura (gP-f-'iP) x 
{ gaP 4- a'P) y + C = o ; donc fi g marquant là premieie valeu 
de F donnée par l'écjijation du fécond degré , ci-deffus , 
préTfnre par g' la féconde valeur deg, &pnr P' ce que devient p, 
en meiiant g' pour g , on aura au£fi (g F' + kP' ) « -if, 
(g aP' -t- «'JP'J y -)- C'= o , C étant une nouvelle confiante; 
tn effet , il n'y a aucune rai Ton pour employer une det valeurt, 
de g plutôt que l'autre. Or de cet deux équations , î! efl faciUt 
de conclure les valeurs de x & de>, qui feront exprimées en * 
4c en contantes. 

Si la fonôion T de ï qui entre dans les deux étjuatîot» ci 
différente dans chacune; on s'y prendrait de la (néme manierç, 
mais en regardant g comme une fonftion de 1 ; a l'intégra- 
tion feroît réduite i celle d'une équation àdetix variables g Se 
feulemeint. 



Si l'on avoît quatre variables 
par trois équations de celte forme 



(e«H 



z & I, exprimé! 
■i- biy 4- rds - 
fy -t bz)Tdi.=o, & dans lefquelles la fonôion T 
tût la même; on les înlégreroîi de la même manière 
multipliant la féconde Se la iroîGeme par des quantités i 
lerminées & conllanies g & g' ; puis ajoutant les deux produil 
à la ptEmiere , on multiplieroît le tout par un faâeur p qi 
l'on fuppoferoii être une fonâion de ( Uulemenc. Suppofai 
s^ts que cette nouvelle équation eJl une diiTérentielle exafie, 
9P «Quvfioit, par ce qui a *tç clic ( i jj ) les éguations 
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iùivent àèttnniner g , ^ Bc P. L'équation qui ditermineKi g, 
ou celle qui dciermineia g' lèra du Iroilïeme degré ; on aura 
donc troiiyalfurs pour g, Huit conerpondantes pour g* & Iroii 
cortcfpondantes pour P ; ce qui donnera en changeant la conf^ 
lanic pour chaque valeurde g , iroU intcgrales , à l'aide deC- 
quelles it fera facile de déterminer X,jf & a , en /., 

On voit ce qu'il y auroii à faire i quand il y aur«ît un 
plus grand nombre ae variables, pourvu que les équationc 
faffent toujours de la forme des précédentes. L.i mdthods 
Croit encore la mcme , quand mcme il y. auroït un ou plur 
fieurs lerraes exptiméï puteraenteai, d > K:conl^aniei.. 

i6r. Maïs fi l'en avoiten général un nombre quelconque m 
d'équations renfermant 7n~h i variables , combtnfei enir'ello 
de quelque fâi^on. que ce Ibii ; en muliiplieroit b TeconiJe ^ 
la tToilîente , &c. jusqu'à la dernière, rorpeâivemeni pnrdei 
SiC, que l'on fuppoferoii être des fonAïona 
s variables; on les ajoutera à la première , 
itipHant le tout p^r un faveur P que l'on ruppofera 
lulii être- unefonâion de ces variables j, on Tuppolèra que 
J'équ.-ïtion totale eft une différentielle coinpîette. Par excmplt, 
lî j'avois les deux équations ^dx ■+- Bdy ■+- Qiz = o , Jdx -f- 
B'J_)' + C.ii=:o. Je muliiplfcrois la féconde par g ; ajou- 
tant à la première &• multipliant le tout par P , j'aurois 
F {A-^Ag) d^ A-P in.-¥a:-g) dy-lrP i^C^Cg) d^=i,>. 
Oc pour que celle-ci foit une diffèreniielle comyleite. il 

Eut CiîîJ que -—^^ 



IEîii 
ftul 



-. CelW-Jîifr, — (4 -(- A' g) ^1 
iffl + B'ff) 




31^ C O U W. 9 

çw l'éqnanon fax Fij»-*-F'ijco, F Se F* ctant d«fciic«i 
tmiis ie — ic (ie cao&uues» Cda po(c » puîfqae ^ {^~ ) = 



r r 



, ca aira is= i{ — ) h J^ ; dote 



L en tut ::^ = z ,. ôa aura i jc =5 i — - ; ujofutuant 

âccc petit -^^ â: pcTK ix leurs valcars» on aura -.— ^ — 
-*r. -f-* ij^=^» F3c f étant aâuellemect des fonctions 

ce 7 Jt de cca&Btes. Or cette équation donne — = 

Fdz . . , . > 

. Z — ,. éqoacoa tooie ièpme ; foi^^e F Se F* ne ren^- 

Arment plus c'aurr? Tsrisble que 9* 

pir exrmpLe, lî fiTOÎs ji*ix-4-jr*xdjr'4--^x^<ij^=»o, qui 
€1*: 11. en -gène , & dent le Bonabwdes dimenfîons eâb 5 ; j» 

. t » 7' 

di7..èi:-cis par r '' , & f awois — i x H-*^ dy^bdy^o', fai- 

i- • J' -• *-* . f zdy-ydz ^ , . 

lanc conc — =«,oax= — ,jaaroisJx = — i, ; lub-%. 

X sr xz 

ôic'-inc dans. i'étjuation prcpclte , il vient z^dy-jxdz^-^z^dy 

d- » * • dy zdz , 1». , - 

ou te tire -^ = , dont Tintégral* 

y zz^ -hh ^ 

cf; ' '. = '^l (z z'-T-ù^-^l C t qui donne y = C( az--f-^):; , ou 
> "^ = : ' (1 c--r- <7 ; ^ eu enfin y^ = Çz ^ 4- ^ \> en r©- 
ir.ct:-:r.: pour z, U v.iieur -=^. 

: -:. î: '.::oi: donc aw^.nt.igeux de pouvoir ren«^re les cqua- 
t::r3 : :rr. ?:n:5. On n\i pas de méthode générale pour cela- 
T: :vj:i r:z:r rszouzs aux. transtormations,. Ceilos qui peuvent 
r':mctcre CjU:l^ue fuccè?, conlîilent à égaler une des varia- 
L 'es, eu une londion decette variable, ou même une fonction 
ces ceux, a une fonfticn d'une nouvelle variable avec des 
cxpcfant? indéterminés. On détermine enfuite ces expolànts, 
par la concition que Téquation transformée foit homogène. 

Par exemple , fi je veux chercher des cas où Téquation 

€X^dx -i-ùy^x^dy-^cy^dy^OySL laquelle on peut réduire toute 
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1 à trots termes , fi je veux , dis-je , clicccher des cas 
où elle puiiTe devenir homogène, je ferai x=z''\_ alors j'aurai^ 

^f,jn'fi + h-idz-l-i7'"z!''d)'^cT*dy = o. Or, Jlf.mt.pour 
que celle-ci fou homogène, que l'on aiii = g/i4-K, & k^- 

nth-hh-i, d'où Tondre As , & i= '- , 

aînfî , fi les expoftms k .g,m&« 'on tels que cetic dernîeio 
équation m Jieu , on pourra rendre l'équaiion homogène , 3c 
jar conféguent Cparcr. 

171. En général, au défaui des mcihodes direâes, on 
Cberclie i ramener les équations propofées , à d'auircs iqua- 
dons dont l'iniégraiion Toit connue. C'cfi ainfl qu'on ea 
iife, par exemple, à l'égard de l'équation particulière 
^y-^~ay'dx=Èx"'dx , connue fous le nom d'équation do 
SUcau , & que l'on ne fait intégrer que pour certaines va- 
leurs de m. 

Si m étoit zéro, on auroit nloïs dy -^ ay^dx=èdx ^ui elÈ 

réparable , & donne =dx % dont riniégtation efl la- 

*ile. 

Mais pour intégrer l'éguaiion , lor/que jo a d'autres Taleurst 
îl faut tâcter de la changer en une autre , où V^JW ^o'^"' 
inultîpliés par une même puiâance ds ;r ; alors e|p3pïa Impa- 
rable. Voici commeni on trouve les valeurs de m, qui pet- 
mettent cetie iranfinutation. Faifons y = ,l)(P-t-»' t; nous 
«uroDî ây=f A xP~ 'dx -4- ç«.'~ ''d x-hx^dt ; fubftituant , il 
wieiitj:AxF-'dx-hqx'^~^tdx-t-i'^dtH-tlx*^tid)ç 
'haAAx'-I'dx-i~i.aJxP+''tdx ^bx'^df 

Suppofons y-i=ijj , ;> ^ -4- a j4^ c o_ , f-i-q = q-i » 
q-^zaA=o ; nous aurons f=-i , A= ~— , q- — i i ce qui 

change la transformée, en *~*i(+*jî~'*rd«=is'"iix, ou,. . 
àt^ax~''iidx = bx"''^''dx, qui fera (éparablç , fi m--^. 
Faifôiu, dans celle-ci, » = — j «Ile ft changera en . . . 

dz-*-t!^-^*xzdx=ax-^dx. Faifani donc s=.^V'-f-*!V, 
Je opérant comme cî-devant , on aura 



K 



»tO C O U R f 



j -i=p -I-J -i-i»H-i, on aura p's-oi-^» ^ — — --^» 

rfi'-r-^x""""'*i'/'4*=4**'""*"^ix, qui fera réparable , il-m-A^ 
«smH-4>oufi ms-|. 

Si l-on fait t' = — , puis «'= A**»?"-»- *'"«'' , et q»e Ton 

s 

ccnx!?:ue loujourj ds rr.émc , on trouvera fiicceflitement > 

Itc ; cV;Vi-i*ir? , rn gênerai , lor^ue «»= , r étant un- 

rc"lrf cr::cr pjfit.f, ir— -i 

F[ en rcnunrjnt aux fubftitutions précédentes, on verra 
ç*^c y a p.^ur expreffion «. • • • 



•" * '-r"jr ■ 



\ 
ccr.tinwiit jufqu*à ce qae Tcxpcfant de x dans le premier 

«<*:•";* iu dernier dénominateur foît - m H-T . r- 1 -^ i ; 5c 
•'-'> le iccond terme de ce ccncminateur fera x^^^'^'^^^ 

^"^; I étant une variabîe qui après la fiibftituiion da 
c ru' vjlc*i;r ce y , le détermine par l'intégration de Téqua- 
tiv n riïuhanîc, qui cil féparable alors; il fiut feulement ex- 
c^,*t.-r le cas Ki\ r=i , dan» lequel on doit faire fimplement 

Reprenons Tcquation dy'-hay'dx^bx^dx^ & concevons 
Su*4ulieu de liibfti mer d'abord >F=^*P-f-*^/, comme nous^ 

• avons fait ci-deflus, nous faflîons d'abord y= — ^ puis 

z 

^ A xP^ ,9 I ^ ft que nous contiuuîons d'opérer comme ci- 
'^lidun> de même > que L'on Ceparera tomes les 
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is que m =e: , r éiant un nombre entier pofîtiT. 

la valeur de > fera . . , , , i 



(^'^-^m-^_^_^-^m-e 



mime jufqu'à ce que le premier terme en » 
dans le dernier dénominateur, (oii — mr -tr-f-i ; & alors le 
(ëcond terme doit être x~"'""~ ^ ''"*"'' (. 

On ramènera aux mérres cas , l'équatign , x^dy-hay'x'^dg 
:=!>x'"dx, en divifant par*' , puis faiTant x''~^-*-'=x. 

Tels font les moyens géncrJux que l'on employé, lorfque 
les dx & les dy ne palTent pas le premier Jegré. Quant aux 
équations qui lenfermeroient différentes puifHincfs de dx 
& dyi comme elles ne peuvent manquer d'être homogenesi 
r«gardde dx Scdy ^ on divilerâ tout p.iri* élevé à une puîf* 
fance égale à la fommedes dimenlîons âe dx&djr; on refou- 

dra l'équation en confîdérant — comme Tinconnue. Alors 

dx 
tlx & dj n'étant plus qu'au premier degré , on verra > R on 
peut appliquer à cette équation les méthodes précédentes. 

Des Equations différentielles du fécond , 
troifieme , drc. ordre. 

■171. La liberté que l'on af 15) de prendre pour conflanW, 
■Sans une différenciation , l'une quelconque des différences 
premières , pem contribuer dans beaucoup de cas , à f.tcilltee 
rintégration. Mais Comme il peut arriver que lors deladifFé- 
renciaiion.on ait fait confiante, la différentiel le qui n'cfi pas la 
p)us propre â faciliter l'intégration , il faut commencer par, 
montrer comment on peut ramener une équation différen- 
tielle dans laquelle on a fuppofé telle ou telle différence 
j'conftante , 1 une autre oii il n'y en ait plusaucune de con& 
I fera le maître enruiiede lùpporerconftanie, celle 
me l'on voudra. Soit donc Jdx'-t-Bdicdji-i-Cdy'+Dddy = o^ 
^^uauon i deux yaiiables & â différences fécondes, dan; 



bqgdlc b pKmîfR âiffireace ix i'aae lietVlriables t iâ 
ÂpfioLÎc confUnic. Aym ar^ir àiviS cette éguacîon par ix , 

on récrira Mfi .*dJt^-B<f7-f.SfU-'+DjC^S=omâ' 
dx \àx / 

tficBcff«bniê>ae, ^rceçoe, tant qu'on rappolëf^^r codT* 

Uni, i {—"^ f** 's*' ^"7^' **"* ^ ''°" "* ''"'* P'" 
^rfzltHtcoiiibatialoa^r— J=E — ?^ — *; l'Eguatioft 

dtiK taqusUe il n'y a plas zucune AiRrenee .confiante. 

Soji d^ dx^+Bix^dT-i-Cdf'dx-i-Ddy'-t-Edxddy-ii^ 
Ki>di7-i-GJ>;so i l'Equation a diÔercnces troiJîemes^ 
rfi étant ioB(;uts conftant. Ci»' 

On dirifna pai Jx*, fc l'on aura ^lijt+BdjH — ^ 

D -i-H-E-pf+F-i— ^-l-G-L = o , que l'on 
pOUira ccnre ajnfi , Ad*-i-tay-\ =^ -f- i- -4^ 

& feifani tout Tarier dans ces diffère relations indiquées, on 
aura l'équation oii il n'y aura plus de diCTéreiiiieUe confiante; 
Appliquons cela à un exemple. Soit âx* dy—^Aft — , 
aixddy-^xdxddy ^ dans laquelle on ait fuppofe dr conC 
tant. On ne voit pas, fiir le champ, comment cette équation 
pourrait cire intégrée ; mais fi nous rendons dx variable, en 

Écrivant dJrdji -^ = (« J*+K<(*;d ^^ V ajo» noui 
pouvons, dans cette dltféfenciation indiquée, prendre d) 
pour confiante, & nous aurons i)ri_y>— _^=.(^j,j, 

djddx . ^' 

xdx) • ~ ■, qui en reduifant, devient dxt-^g^^^^ 

addx'~dy'=o, dont l'intégrale, ainfi qu'il eft aJfé Je fa 
ï^"a' eft^Jz+oi^— >d,-t-Cd> = o en ajoutant une 
confiante Cdy de mcmc ordre que lintcgrale. Cette égua. 
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ifioii îiant intégrée de nouveau > donne î «'-+-**— 
lVty-(-C'=o. * ' 

■ 57t. Examinons tnainienant les é^uaiionî à di^érfncc! fë- 
Mides, S, à deux variables. Nous appellercni aînlî, crllei 
Ens lerquellci il n'y a pas de dilRcence qui paJTe le /fcûbJ 
1 quelque putiïante que d-n &dji y foioit d'^iHeuri 

^ Nous &ppoferonïqu'anede;différenccsencoii(tântc; mais 
I il («a &cile d'en conclure ccnimcnr on devroît fe conduite fi 
«Mes Jioient toutes deux vatiablej. 

Soh donc Addy-+-B=a, l'éijuaiion générale qui peut rc« 
jiréfeDtM toute Équation diffÉteniîelle du fécond ordïc, â deiiit 
variables* &j, & dans laquelle djreiï coi:flante. /f & fl font 
4es fonAicns quelconques de *, y, dx^ dj Se conilanies* 



J'écris ainfi cette équation.... .i^ ii>-t- 



C^*)"-- 



t une fonâion inconnue , de mime na- 



riire que ^ 6c 0. Je multiplie c 

^ue je fuppore être une fonâio 



& î'aiAPddy-i-P 






Pk , 



', que 



Je fuppofe éire une différeniielle completie. 

Cela pofé , nous avons trois différences , (âvoii d d y^ ij SL 
ix* Regardant donc ces différences cotnntç celles d'auiantde 

variables différentes, il faut ( 153 ) que l'on ait — - — ; =^ 



àdy » 

.*\ Decedi 



idy ; 
is équations > on pnf) ( 



> irnitant ce qui 



Kié fait C ^ '^^ ) ' tl^ttifs fHB équation où P n'entre plus , Jc 
Kfetviroii àdéierminer fc, en prenant pour !■ une foiiflion, 
Eplits généiale qu'il foil poflible , de x ,j ,dx & dy , avec dei 
îûéfficitnis indéterminés que l'on Ibbiliiueroit dans ceite 
irfme éqaaiion. Après quoi on déterminerait P, en prenant 
pe méaie une fouâîon de même efpéu , Se teUe qu'elle istû. 



%i4 C 5 tt K f 

tlt i deux de ces troîs équations. Mais où peut fîmplî&ef tëtté 
îrecherche , & la borner a chercher pour P une ionftioil 
Ûe x^ y, d»i dy qui fatisfafTe à deux équations. 
Les deux premières , des trois équations que nous tenons 

ée trouver, donnent —^ — r s=— y-r P ( B — . ^ ) H* 

df ddy ^ dy ^>* 

I d Pi) t dÇPk) ^d^ijrn _ 2_^d(JlkJ 

^dy ddy dy day ^ dx dx ddj • 

Subftituant , dans l'avant dernière équation , la valeur de 

•d( T h) d(A?) I 

^- -^ tirée de la dernière , on aura — 7 — - = • -r— r x 
ddy dy dy^ 

^ dy ddy dy dx 

. V :. ^(PB) j j d(^iP) 
tireP ( B — ^ )=d> \. • ■■ ^àxdy A_-i -^ 

4^^P^ ««J' "* 

dy"^ li- — i; d'où il fera facUc d'avoir ik, dès que P fera 

tonnil» 

Or de cette dernière équation ^ ôrt tire Pit = PJ5— ^J^ 

-^^ ' '^dxdy -^ i ^dy^ V ■ ; fttbftitUant la 

ddy dx dy dC AP) 
valeur de P(B-^)& celle de P ib dans l'équation ■■ 

^diP ^'^=^) * & dans r équation i (^l^^lli) ~ 



A\ 






d> 



\ ddy dx dy y 

ddy 

\ ddy dx dy J 
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i* d » dd j ' 4x ~^dx i, }• 

r ^y 

iLa quefaoned donc réduite i iitKmr pour Pane fonôiom 
,y,dx, dySc conll^:c{, tfnùoihBc iettdrox é^t»- 
lions. Mais quoique cela ibic UKiioMn poffi>le , cela n'eft bm 
■égalemeni facile î c'vfl poorqooi ab^aioamia cme ncbo^ 
che générale . nous allont exaniiiier qoel^aet é^Dadon plat 
limiiées , mais cependani trèi-éte»ilii«i. 

Ob/ervcas, auparavant , qu'il cft facile, d'aprèi ce qoe nota 
VPnons d'cKpofer , de Jéterrainer là résonna ripropcfce eft in- 
icgrable dans l'état où elle eft. Il n'y a qu'à fuppoCer P = iî 
alors il tnut , pour que l'équaiion (bit iiu^rable , qa'dJe Ijt- 
«sfafle aux deux équations (ûîranrts. . . .... . 

— := d l — dx — —dy — 1 , * . _ , . 



K^- 






r B dy dB 

\ JH Tx dd^ ' 



dA dy* dA 



àxd, J. 



C«h 



.<*/ 



leK général quelle que foit Tiquation diffèreoiicllc da fécond 
■otdiei dx étant confiant. 

ï?;. Propofocs nous . maintenant, d'rniégrer l'é^uatioii 
■Cdx*-\-Hdx iy-\- K d y^ + Lddj= o ,\otfii\ie\ç in&eyir Pqaî 
"manque à cette équation pour être îfttégrable, ne doit être 
qu'une (onâion de «, éey & de conAanKs. Je fiçpofc d'ail- 
leurs que G, H ,K,SiL ne renfeimeat ni iJx, nid;; mais (êii- 
kment des fonâions àe x , y & conftanics. 

Si l'on compare celle équation , à l'équaiion générale Aidy 
^-8 = o, on aura /Ï=L, &.• EsGdX'-i-Hdxij-^Kdy*, 
SuUftiiuant dans les deux équations que nous avons eues , cî- 
Jefliis, pourdéterminEiP, & ftil^ni attention à la fuppolî- 
lion que nous faifons , fiivoir que P , G , H , *^ 8: L ne ren- 



ferment mix^tàày , t70Ut aurons 



daPL)^ 



L 



K Fi Se a 
P 



lifFL) 
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conde équation, laquelle , après y avoir fubAitué pour — 

favaleui^P, fe réauitàdCPHJx-t-XPd^— d* -^-; — "^ 
àx / 



= i( PGiï+iy^^iil-^ Y iMaisàcaufe de - 



J(KP) j/J(f L)N._ J, /■ i(Pl.) \. jj 
^ (i« J \ dy )~ iy V tt» >' 



^dJPL)> 



1 



...R,ue».'-<^i' =Wy<'^)i donc ncre fe, 
embre i 



conde équaiion fe réduit (aprèsavoirdiviféchaque membre i 
par dx ) a — r 7—; — = — r • Lettc êqu 

lion & réquation =i:P (ont celles que nous avonf 

à iraiter aâuellement, pour iniégrer la propofSe. 

Obfervont maintenant que, dansceiic dernière équation> 
il n'y a que j qui Toit regardée comme variable. Cela pofé , 
exécutant la différenciadon indiquée, & tirant la valeurde —, 

dl' K , dL .,.-., ^ 

on aura — = — dji -^ -— ; prenant donc 1 intégrale , en re- 
gardant f feule comme variable , puilqueh différencia rion a 
ité faite dans cette fuppofîtion , on aura lP=f — dy^ 

IL + I X. J'ajoHte, pour condanie , la quantité IX, par 
laquelle j'entends une fonflion de * & de conftantei. C'eft 
parce que x a été fuppofée conflanie dans la différenciation. 



De cette équation je tire P 



."LJt'J. 



fioat cniendon* «lu'on deic 



ili(Pl) I tencîer P L , ea ftifant varier *; 

apreflion -j-j— , | & divifer cnfuicepar rfa puisdifr- 

firencter le féfuluf, en ftiftnt 



vKisi s , & divifer cnt«e pj( ib. 
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•i'p/iCe enfuitc pat e L , on aota l'équation qui doit déter- 
miner X. Ot comme Xdohitce nne fonfli&n de x , il s'en- 
ÏUii que, pour que l'équation propofée foJt întégi^blc par la 
multiplication d'un faSeur compofè (ëulemOii de x, j & de 
confiantes, il faut que, dans celle ci j lousles^ dilparoiffénti 
r Euppolbns, prexcmple, que l'tJn aitréquationijiï'^. 
( < i ='-hiJ"i)dxdy-t-ix'dji-i-x^rddy^^ , qui n'eft point in^ 
i xégiable dans l'état où clic ett. J'ai donc L = x'y, G = i»» 

1 f'-'^y h*' 

I « = i:ï+îj.*, ff=i*';doncP^ — e^~r" = — ^ 
X , Xy '^'y *V 

■-r> = "T- Subftifuant cette valeurdep, & celles de 



avoir tranfooré , ^— 3 — ^ -t- - •^ ~ — -4- ^^-- — — « 

iXy' y'ddX '^ , *''« ^ ^' , ^*'''' . 

■; — — . = - ewalani doirc a zéro la fomme det 

XX d«» ^ 

termes affeftésde>, & divifant.enfuiie , l'une des équation» 

paryi & l'autre par ^^ , on aura, après réduaion faite, -— 

= , Sc^^x^ddX+jKdXdx-^iXdx'^^t). La première 

Jonne ;?=»';& cette valeur fubftituée dans la féconde, y 

ûtâfeit; on adoncJi:=ï', & par conftquentP = 1^ =*7. 

Kaïntenant, fi l'on remonte à la valeur de H, (rouvéft 
{ 171 ) , oa aura Pi= î xy'dx^-i- î x'y'dxdy , & P ( B— i ) = 
tx'ydxdy-i-ix'yiy' ;enror(e que l'équation , rapportée à la 
forroç générale C '71 ) » devient x'jit'^ddyi-{ix'ydx~hix'^dy';^ 
^{^i.xy'dx-i-i'Vdy)àx = o. 

Pour intégrer , on fuivra la même règle qui a éié Jonnée 

(11(8); on regardera d'abord, dans x'y'-ddy , dy feulo 

comme variable, fit l'on aura x^y'^dy. Différendunt cette 

quantité en feifant tout varier, * retrancliartt de l^quaiion » 

I îltefie (ix'jd*) dy'\-i\xy'àx)ix. On intégrerale premier 

Je ces wrines, en tegardaniy feule comme vari^bl*, & l'en 
- - - p . . 
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aura x^y'dxi dont la différentielle, prifê en regardant y & x 
comme variable , étant retranchée du refte précédent , ire 
iaifîerien; ainfî l'intégrale tft x^y^dy-i- x^y^dx-i-C d x = oy 
en ajoutant une conAante. 

On peut prendre, pour fécond exemple , réquation 
zdx^-h($X'^y-^i)dydx '^ixdy^'+-(x^'^xy )dd)i = o, 
^ui s'intégrera de la même manière. On trouvera que A" doit 
être égal à « , & P = a:-+-j>. 

174, Si après la fubflitution de la valeur de ?> dans Té- 

quatîon -— j 6ec-> tous les y difparoi/Tent d'eiic-mcmes, 

i' équation qui doit donnera, eft alors différentielle du fé- 
cond ordre ; enfbrte qu'il fêmble que la méthode n'eft , dans 
ce cas > d'aucune utilité. Mais il fimt cbferver que réquation 
qu'on aura alors , fera de cette forme Adx^-^BXdx^^CdXdx 
^EddX==Oy AyB, Cy E étant des fondions de x 8c de eonC- 
tontes. Or, pour intégrer cette cquaiicn , je l'écris ainfî 

AFdx^-^B?'Xdx^MÇ'ic')P'dxdX'^k'P'dXdx'^EP'ddX 
= o. Je fùppofe , maintenant, que P' & k' étant des fonc- 
tions de :i^ feulement , les quatre derniers termes forment 
enfcmble ^ne différentielle exade : alors le premier terme 

étant une fonâion de jir , s'intégrera aifément. Or les cqua- 

j /■ p p/ \ 

tions qui réfultent de cette fuppofîtion , font = 

d(k'P'dX-^BP'Xdx) d(^EF) _ d{^c'^h')P'dx) 



ddX dX ddX 

d ( k'Fd X-^-BFXdx) _d{(C—k') P'dX) 

1X dx ' ^ • • 

dC(C^k')P' dx) d(BP'Xdx) ^ 

= -; * Ces quatre equa 

■ d X d X 

tlons fe réduifent aux deux (ûivanies , ( eu égard à ce que k' 

de E P' \ 
J?' ^AyB , &c , ne renferment point X) , -^ •=^k'P' 

d((C — k')P') _. ^^ 

& B r = j • Tirant de chacune de ces deux 

^* dP^ 

équations , la valeur de — , & égalant l'une de ces va- 
leurs à *l'autre , on aura , après les rcduâions faites > 
Edk''^(C^k')dE^k'iC^k')'dX'hBEdx^EdC=o, 
cquation*différentielIe du premier ordre feulement, dontdé^ 
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1^ là valnr àe X, & par eonlt'queiK l'intégrale Ac la pro- 

-Suppoidiit drjtic iju'on ait dciermiac «' pat le moyen ie 
éfjuauon « &n aura aiCmentP' , par le raoyai de l'équa- 
i(,EP') ., dP' kdx dS 

qm donne — se — , & 



i'P'=.- 



>'J* 



par confùquent P': 



=ï,/'- 



H crani une connanic 



Alors *' & P' étant trouves , on aura A", en mettan les valeurs 
de A'at P' dans l'équanon i*P'dx'-»-BP'Mi-+( C— lt')P'Jj;d^ 
-f-*'F'i/jE'(i:ï-t-EP'dif i'=«, 3c înicgrant. Or comme cetta 
équation ne p.eut manquer i préfeni d'étte une diôëreniiclle 
compleite , on a pour ion inicgrde dxfAP'dx-hXdxfBP'dr 
-i-dXfk'F'dx+Ux^o, Létant uneconftante: K cet le der- 
nière s'integte fûcilement par ce qai a été dit f iCj ); oir 
aoradonc -Y dès qu'on aurai'; ainS, on peut dire générale- 
ment , que toutes les Fois qu'il ne manquf ra à I équatiotf 
<i dx'+Hdxdj-i~Kiiy-i-Lddf=^o, qu'un faékur compofc 
tic X, de y Se de conftdntes , pour être une différentielle exaéte, 
celte cquaMon fera toujours iacilementréduflîble i une équa- 
tion différentielle du premrer ordre, quelles que (ôicni, d'ail- 
leurs, G, H, K, t.. 

Mais liapcès la rub/liiutîon de la valeurde Pdans l'équatïon 

Sic, fëqu.-irion renferme eticere des y qtie l'on ne- 

dx- 
puifTefairc difparokte fans aiFujciiir les cocffidenisG.W.X', Ij. 
à certaines conditions, c'cft une preuve que le fafleur J»- 

tiîr, en outre , renfermer des d je & des dy ; alors il faut 
pir recours à la méthode générale ( 171 ). 
On s'y prendra de même pour trouver dans qticls cas toute 
ffe équation' différentielle du ftcond ordre> d'une formo 
tanue, peut être intégrée par la mnliiplicaiian d'un faflcur' 
ipporé de X, y Si contâmes, oude«', dy,àxSt conDamei» 
Ne y, dx & confiantes, Sec. 
^7%. A l'égard des équations iHffére miel les du iroifietne- 
(Tidte, en Icjftppolâni leptciëntéaB généralement par vï J'y-»-- 
R=^o,A & B étant des fonâJont de«,>,dx, dy, diy-SC- 
rie confiantes ; & fuppofant de plus que P eft le fafleur c Jnipofé' 
de X iyi.dxy.dy , iiy icondinie! qoi peut l»i end re imégrable». 

an pourra l'écrire atolî A F d' ji -+- ? -r^ d Jy-i 




' L '7d7 J dy 



U R s 

Alors il faudra que ^ 

ddj 



d; 



(^')^[^^']-C^'-^']- 



ddy 
"17' 



Af'^É^^O'li'^^'O--' 



ddy 



dy 



BOUS 



■on déterminera A, l Se P. 

loin ces recherches. 
I On voii confuent on doit s'y prendre pour les équatio» 

^1 diffiireniiellcs d'ordres plus élevés. 

^H 176. Obrervont eu ^niUani, 1^. que lorfqu'il manque une 

^H 'des deux variables finies daiu Véquaiîon, on la ramené loujuurs 

^H i une éguaiion d'un degré moindie en iâilani dy,=pdxy p 

^M «tant une nouvelle variable. 

^M 177. 1°. Que l'iguad'on général» d"y-j-a(f''"''yilx-+- 

H bd'^~^yâx'--i-&c.....-i-lydx''-t-Xdx''T::o, a, *. Stc. étant 

^M descendantes, X^ une fonâîon de xSede conAames, Sidx- 

^1 étant confiant , peut lonjours être intégrée facilement par une- 

^M néihode lentbiable à celle que nous avons employée ci-defTus^ 

^M foat l'équation Adx'--hBXdx^-i-CdXdx-hEddX=o. 
^M' Pûurcei effet, on l'écrira aînfi, rd"y^P ( a— i jd""'? ij» 

H + P fc d" - '7 d * -+- P f i — t' ) ii"- *_y (i X' + r k'd"" ^y i »'■ 

H -t-&c -î- ?lydx'^^VXdx''=o; P étant leiaâeur, qui 

^P peut rendre l'équation intégrable , & que je fijppole cire une 

^1 îonétion de x; k, k' , &c. font des conHantes indéterminées. 
^B On fuppijfera que les termes pris deux à deux , à coramen- 

^M cer du premier, forment uns différentielle em&c. Cette ruft< , 

^B poâtion donnera les Équations nèceildires pour déterminei 

I '" 



p , * , i' , &C. ayant égalé les valeurs de - 



a des équi» 



tions eak, t' , &c. à l'aide defqueUes on dcietminera li; , par 
le é^uaiiea du degié n. Lavaleui d« k. éani couvée » oaaur? 
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aîfèment celle de i'. A", &c. S: oa aura celle deP.cnimé- 
l^^^grant, ce qui fera irès*facile. Alors pour chaque valeur de A , 
■^Ri aura une intégrale pariiculieie . en obfervant d'ajouter i 
^Hpacuneune confiante difTérente. De h— i deceséiguauons^ 
^^Pn tirera les valeurs de dji'^~^ , dy"~^ , &c. & les fubÔi tuant 
^^dans la dernière, en aura la valeur de y en x. 
" 178- j°. Si l'on avoit pluJïeors équation* où les différences 

ne fulTcni point multipliées enir'elles , fi ce n'eft par la diffc- 
yenceconftanie, & oùles variables ne paffaffent point le pre- 
mier degré & ne furent point multipliées emr'elles , on les 
ïniégreroit en multipliant la féconde, la iroilieme , 8cc. chacune 
par un fiifleur confiant p»p'» Sec. ajoutant à la première, 
ti multipliant le tout par un fafteur F ai:e l'on ruppoféroît 
être une ibnaion de la variable dent la différence eft confiante; 
alors on décon-pofrroit les termes affeâés des différences d'une 
inème variable j comme on vient défaire iins l'cquaiion pré- 
cédente. 

Par exemple, fi i'avois addz-^l'ddjfit-(.cdz'i~edy)dx'i' 
(f^'^gy)d.-c^ = o, Sca'ddz~i-b'dd!,-^(c-dz~i't'dï)dx-[- 
ifx-i- g'j)dx'-~o; multipliant la féconde far p, ajoutant à 
Ift première & multipliant le tout par P, j'aurois . • • . 
P(a-i~a'p)ddt-hP (c + t:'p)jizd^-hP(f'i-fp) zdx'- 
:^(i+ù'p)ddj-i~P(i^e-p)djdx-i-P(g-hg'p)rdx'=o. 
Entiiite je décompoferois c-i-c'p, en e-t-c'p-^k, & k i 

M' décompolërois pareillement f-+-e'p, en e-+-r'j) — k' Se A'. 
t nippofani enCûîte que les termes- pris deux à deux forment 
des différentielles esaitfs, j'auroïs les équations néceiïàirei 
pour déterminer, k, k' Se P. L'équation en k montera eu 
liénéral, au degré iit, ce qui donnera 1 n intégrales, i l'aide 
âefquelles on chaffera toutes les différences , & l'on aura les 
cguations en z Se x ; enjiSix, &c. 

17J. 4°. Si les équations éroientplus générales , on regar- 
ieioUfiP', &C.ainlî que P, comme des fondions de touMs 
les variables Se de leurs différences; & l'on déiermineroit 
ces fonftions , par la condition que l'équation totale fût une 
différentielle compleiie. Les ouvrages qu'on peut confultec 
furie calcul intégral, font ceux de MM.Euler, d'Alembert , 
Paniaîne, le Marquis dt CondoreeiiBeugainvilU. Bt ie P. RtyMU^. 
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PRINCIPES GÉNÉRAUX 

DELA 

MÉCHANIQUE. 



NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

1 80-0 ° u s te nom de Méchanique , nous 
comprenons la fcience du mouvement, ôe 
celle de Féquilibre. 

Il y a du mouvement dans un corps ^ 
lorfque ce corps , ou quelques-unes de fes 
parties font tranfportées d'un lieu, en un. 
aatre. 

Un corps , ou l'aflemblage de plufieurs 
parties matérielles , ne peut de lui-même fe 
mettre en mouvement. Il ne peut être 
que par une caufcj fans laquelle il peut 
d'ailleurs, exiûer. 

Cette ^çauie, telle qu'elle ibit, qui 
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capable de nrouvoir un corps, eti ce que 
ncus appelions Force, ou Puijfance. 

L'équilibre j cft l'étar d'un corps , ou d'un 
affemblage ou Syfiême de corps , qui efl fol- 
licité par plufieurs forces dont les effets font 
détruits par quelques obflacles , ou fe dé- 
truifent mutuellement. 

Le repos , eft Tétat d'un corps dont les 
parties, non-feulement ne font point dé- 
placées, mais ne font pas même foJIicîtées 
par aucune force. 

Pour établir les principes du mouvement 
& de réquilibre , nous imaginerons , d'a- 
bord, qu'il n'exifte rien autre chofe dans la 
nature , que les corps donc nous parlerons , 
& les forces que nous leur fuppoferons ap- 
pliquées. 

Ainfi , nous regarderons d'abord les corps; 
comme non pefants; comme parfaitement 
libres : nous fuppoferons que ni l'air , ni la 
pefanteur , nî le frottement, ni tout autre 
obftacle n'exiftenc. 

Nous aurons, enfuite, égard à ces obfla- 
cles ; mais pour mefurer leurs effets, ilfaut 
commencer par examiner les chofes , dans 
cet état de fimplicité. 

I S 1 . Ces fuppofitions faites , il eft clair 
flue fi un corps a re^u du mouvement pac 
ne caufe quelconque, il doit perfévércr 
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dans cet état de mouvement , fans aûcuftiè 
altération ni augmentation, fans aucun dé.- 
tour, tant que la même ou une nouvelli 
force n'agira pas fur lui. En eflfet, nous ve^ 
nons de dire qu'un corps ne peut fe donne 
du mouvement i il ne peut donc s'en ôter 
puifque ce feroit , s'en donner en fen; 
contraire : d'ailleurs nous fuppofons qu'i 
n'exifte aucun obftacle. 

Ainfi, le mouvement efl: natureHeraen 
égal ou uniforme , & rectiligne. Examinon 
donc d'abord les propriétés de ce mouve- 
ment. 

Du Mouvement uniforme. 

I§a. Le mouvement uniforme eft don 
celui d'un corps qui fe meut toujours de 11 
même manière ; c'eft-à-dire , qui parcoui 
toujours le même efpace dans le même it 
tervalle de temps. 

Pour comparer les mouvements de deux 
corps qui fe meuvent uniformément, il faut 
confidérer l'efpace que chacun décrit dans 
un même temps déterminé , comme d'une 
aiinute , d'une féconde , &c. Cet efpace efl , 
ce qu'on appelle , la f^hejfe. 

I 8 3 ■ La vîteffe d'un corps , eft donc , à 
proprement parler, l'efpace que ce corps peut 
décrire uniformément dans un temps déter- 



J 
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né, que nous appelions VUnUé de temps^ 
Ainfi, dans les mouvements uniformes de 
deux corps t fi l'on compte le temps en fé- 
condes ; & que l'un parcoure y pieds , par 
féconde; & l'autre, Ô pieds , par féconde ; 
je dirai que la vîtefle du premier efl: de % 
pieds j & celle du fécond , de 6 pieds. 

l84' Mais fi , en prenant toujours la 
féconde pour unité de temps, on me difoit 
qu'un corps a parcouru loo pieds en cinq 
fécondes, lOO pieds n'exprimeroient pas la 
vîteiTe, parce que cet efpace n'efl: pas celui 
qui répond à l'unité de temps j à la fécon- 
de î mais je vois qu'à chaque féconde , il 
en parcouroit le cinquième, ou 20 pieds; 
c'eft-à-dire, que pour avoir la vîtefle , je 
divife le nombre 100, des parties de l'efpace 
parcouru , par le nombre j des unités de 
temps qui (é font écoulées. Donc, en géné- 
ral, la -uîtejje ejî égale â l'efpace à'wifé pJr le 
temps ; c'eft-à-dire , en nommant /^la vîtelTe, 
£ l'efpace parcouru pendant un temps mar- 
qué par T, on a généralement, p^=~i 
c'eft un des principes fondamentaux de la 
méchanique. 

18 5- L'équation /^=— , donne nort- 
feulement lamefuce delavUeife, mais en- 
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corcj celle de l'cfpace , & du temps. Eti 
effet, fi l'on regarde fuccelTivement £ 6c a 
comme inconnues , on aura par les regled 
erdinairesderAlgébre,T=~. &£ = ^7 
Ainfi, pour avoir le temps , il faut àivifer l'epjk 
face , par la vîtejfe ; & pour avoir l'ejpace , 
faut multiplier la vîtejfe par Is temps. 

Par exemple , fi l'on demande quel tempsj 
il fauc pour décrire 200 pieds, avec une 
viteffe qui feroic conflamment de y pieds pan 
féconde ; il eft claie qu'il faudra autant de. 
fécondes qu'il y aura de fois 5 pieds dans 
200 pieds; c'efl-à-dire, qu'on aura ce temps 
ou ce nombre de fécondes , ert divifant l'ef- 
pace 2ao par la vîtefle j \ il faudra donc 
pareillement 20 fécondes. Si l'on demande 
quel efpace décriroit , en 20 fécondes de. 
temps , un corps qui feroit mu avec une 
vîteffe Gonflante de 5 pieds par fecotide î 
Il eft clair qu'il décrira 20 fois $ pieds ;. 
c'eft-à-dire, qu'il faut multiplier la vkeffe 
par le temps. 

' Ainfi , fi nous employons ici des carac* 
tères algébriques , ce n'eft pas qu'ils foienej 
néceflaires pour faciliter l'intelligence ddT 
ces premières vérités. Mais ils font utile; 
pour foulager la mémoire. On voit en effd 
par cet exemple, que le premier princig] 
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kant une fois dans la mémoire , on peut 
oujours facilement retrouver les deux au- 
tres, en appliquant les règles ordinaii'fs , à 
fce premier principe traduit algébriquement. 

Igô. li eft donc facile maintenant de 
comparer les mouvements uniformes de 
deux, ou d'un plus grand nombre de corps. 
Par exemple , fi l'on me demande dans quel 
rapport font les vîiefTes de deux corps , qui 
décrivent des efpaces connus E êx. e , dans 
des temps connus T Se tj refpeclivement. 
En nommant ^ & » les vîtefTes de ces deux 
corps, j'aurai ^=~, & »= -î ( 184 ); 
donc f^: uii^' 7 i c'cfl-à-dire, que les 
vîiejfes font comme les ejpaces divifés par les 
temps. 

En un mot, qu'il s'agiflc de comparer les 
vîtefles, ou les efpaces , ou les temps, le 
principe que nous venons de donner ( i H-t ) 
donnera l'exprelfion de chacune de ces cho- 
fes , pour chaque corps ; il n'y aura donc 
^rtu'à comparer ces exprefTions. Par exemple, 
Hg je veux comparer les efpaces : ce principe 

Koie donne K=^, d'où je tire E^=[^T; 
donc pour le fécond corps , j'aurai pareillc- 

|inente=«r; donc E:e : -.f^T : m\ c'ett4 ' 
dire , que Us efpaces font comme les vtteÊ 
muhipliées par tes temps. 
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I 87- ^^ ^^^ "O'^ chofes, lerpace, Id 
temps , & la vîtefle , fi l'on veut en compare 
deux, lorfque la troifieme eft la même poii 
chaque corps, il n'y a qu'à chercher , dJ 
même , r.exprefîion de cette troineme , pouj 
chaque corps , & égaler ces deux exprefi, 
fions. Par exemple , fi je veux lavoir qud 
cft le rapport des efpaces quand les vîtefiel 
font les mêmeSj)'aiA'= — & « = y; donfl 
puifqu'on fuppofe f^=a, on a~=—j oii 
£ t= e T , d'où l'on tire E: e : tTit; c'eft-à^ 
dire , qu'tî vîtejfes égales , ies efpaceifoni comme 
les temps. On trouvera de même qu'm tempi 
ég.l, les efpaces fom comme les vîtejjes ; & que 
pour (jae deux corps décrivent le même ejpace , 
il f.iut que leurs vtrejfes fuient réciproquement 
proportionnelles aux temps. En effet , on a 
E=yT & e=at\ donc fi E=^e, on a 
l^T^=ut y d'où l'on tire f^:u:: t : T. 

Ainfi , le feul principe l^= — donne le 
moyen de comparer toutes les cîrconftances 
des mouvements uniformes. 

Des Forces & de la quantité de 
Mouvement, 

I 88. La fomme des parties matérielles 
dont un corps eft compofê , eil ce qu'on 
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pelle fa Majfe ; mais dans l'ufage que nous 
pons de ce mot, nous entendrons le nom- 
i qui exprime de combien de parties ma- 
!ti-lles le corps eft compofé. 
La force , ainfi que nous l'avons déjà dit ; 
eft la caufe qui meut , ou tend à mouvoir un 
corps. 

Comme les forces ne nous intéreffent que 
par leurs effets , ce n'eft que par les eifets 
dont elles font capables, que nous devons 
les mefurer. Or l'efièt d'une force eft de 
faire paffec dans chaque particule matérielle 
d'un corps , une certaine vîteffe. Donc fl 
tomes les parties re<;oivent la même vîtefle , 
comme nous le fuppoferons Jci , l'effet de 
la caufe motrice a pour mefure la vîteffe 
multipliée par le nombre des parties maté- 
rielles du corps, c'eft-à-dire , par la maffe. 
Donc la force fe mefure far la vttejfe quelle 
petit imprimer à une majfe connue, multipliée 
par cette majfe. 

I 8 9. Le produit de lamafte d'un corps, 
par fa vîteffe, s'appelle la quantité de mouve~ 
ment de ce corps. Les forces fe mefurent donc 
par la quantité de mouvement qu'elles font capa- 
bles de produire. 

Ainfi , fl nous défignons ce produit, pac 
fi la maffe, par Mi Ôc la vîteffe ça] 
aurons F^szMl^, 




Cette équatioa donne y^ 
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^1 ri qui font voir i". que c o«wû!/?jhî /^ /oj 

^P motrice d'un corps & fa majfe ^ on fama tjui 

V vîtejfe il doit avoir f en divifant la force n 

H tricepar la majfe. 2°. Que tonnoijjant la foi 

H motrice & la vttejje , on (aura quelle eft la mi 

H qui peut avoir cette vîiejjè & cette force mo\ 

H cci en divifant la force motrice par la vitej 

^B Mais il ne faut pas perdre de vue, que 

^M que nous entendons ici par F, ou par 

^P force motrice , c'eft l'etfet dont eft capabl 

H la caufe qui engendre le mouvement. C'eft 

I cet effet feul qu'on peut faire entrer , 6c 

* qu'on a befoin de faire entrer dans le calcul. 

150. Donc ri/"marque la force motrice 
d'une autre mafîepj, & « la vîteife de cette 

LmalTe , on aura de même f= mu; donc F: 
/: : Mf^: ma ; c'eft-à-dire, que les forcer 
moTrices font comme les majfes multipliées par, 
les vîtejes. 
Et fi de chacune des deux équations F=^ 
M/^j &cf=muj on tire les valeurs de M 
Sx. de m, puis celles de ^& de «, on aura 
le rapport des maffes , par celui des forces fie 
des vîtefles ; ô; celui des vîtefles , par les 
forces & les maffes ; d'où l'on conclura i*. 
qu'il majfes égales les forces motrices font com~ 
me les vîtejfts^ 2". qu'à vîtejjes égales, les for' 
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ies motrices font comme les tnaffes; 3°. & qu'en* 
pn fi les forces motrices font égales , les vttejfes 
fï3»t f/7 raifon inverfe des majfes i ce que l'on, 
trouvera facilement en égalant fucceflivei 
ment la valeur de A/ à celle de m ; celle de 
f^ k celle de»; fie enfin celle de F à celle 
de/; J't^quacion réfuitante , réduite & con- 
vertie en proportion , démontre chacune dt 
tes propofitions. 

Remarqua. 

T 9 ^' Lamafle ou le nombre des parties 
Tnatérielles d'un corps , dépend de fon vo- 
lume & de ce qu'on appelle fa detifîté. Com- 
me les corps font pénétrés d'un très-grand 
nombre de vuïdes qu'on appelle />oj-^i , îeuc 
quantité de matière n'eil pas proportionnelle 
à leur volume," maïs fous le même volume 
îly a d'autant plus de matière que les parties 
font plus ferrées : & c'eft cette plus ou moins 
grande proximité des parties qu'on appelle 
denfitc. En forte qu'on dit, un tel corps effi 
plus denfe qu'un tel aufe corps, lorfqu'à 
volume égal il renferme plus de matière quâ, 
ce dernier. On dit au contraire qu'il efl 

rno ins denfe ou pliis rare lorfqu'à volumû 

aéga! il renferme moins de matière. 

La denfité fert donc à juger du nombre des 
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parties matérielles, lorfquc le volume 
connu ; ainfi on peut regarder la denlîi 
comme repréfentanc le nombre des partii 
matérielles d'un volume déterminé; quai 
on dit l'or eft 19 fois aulTi denfe que l'eau] 
cela veut dire l'or contient ip fois autant 
parties que l'eau, dans un même efpaci 

En fe repréfentant la denfité comn 
exprimant le nombre des parties maci 
rieJles d'un volume déterminé que l'oi 
prend pour unité de •uoltime i il eft clair qm 
pour avoir la maffe , ou le nombre total 
des parties matérielles d'un corps dont 
le volume eft connu , il faut multiplier la 
denfité par le volume. Par exemple, C\ la 
denfité d'un pouce cube d'or eft repréfentée 
par 15» ,1a quantité de matière de 10 pouces 
tubes d'or, fera 10 fois ij). Ainfi, repré- 
fentant généralement la maffe par M , le vo- 
lume ou la folidité par 5 & la denfité par D , 
on aura M=Sy.Ù ; par où il fera ft,cile de 
comparer les maffes , les volumes & les den- 
fités des corps. 

Nous verrons dans peu , que les maftes 
des corps fontproportionnelles à leur poids; 
ainfi, dans Tufage, on pourra fubftituer le 
foids à la maffe. 
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Des mouvements uniformément 
accélérés. 

191» Un corps qui n*a re<;« qu'une im- 

pulfion, perféveredansfon mouvement avec 
la même vîtefle, & dans la même direâjon 
qu'il a eue au premier inftant < 181 ). Mai» 
s'il vient à recevoir une nouvelle impuifion 
dans le même fens , ou en fcns contraire de 
la première , il fe meut alors, avec une vî« 
lefîe égaie à la fomme ou à la différence deg 
deux vitcfTes qu'il a remues fuccellivemeat ; 
cela eft évident. 

Donc fi l'on conçoit qu'à des Intervalles 
de temps déterminés , le corps reçoive de 
nouvelles impulfions, dans le même fens," 
ou en fçns contraire de la première , il fera 
niu d'un mouvement varié ou inégal i fa yî- 
reffe fera différente au commencement de 
chaque intervalle de temps. 

Quoi qu'il en foit , fa vîteffc au bout d'un 
lemps quelconque doit s'eftimerpar l'efpace 
qu'il feroic alors capable de décrire pendant 
l'unité de temps, fi fon mouvement deve- 
noit uniforme a compter de l'inflant où l'on 
confidere cette v'iteffe. 

On appelle en général Vorce atcéUratr'tcv^ 
toute force qiù agit fur un mobile pou; faiiQ j 

Q ii 
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varier fon mouvemenc. Lorfqu'à des inter- 
valles de temps égaux, elle agit égaiementj 
on l'appelle force accélératrice conjuinte , oa 
force retardatrice coiijiante , félon qu'elle tend 
à augmenter ou à diminuer la vîteffe actuella 
du mobile. 

Examinons préfentement les circonftan* 
ces du mouvemenr uniformément accéléré. 

193 .Puifque dans ce mouvement,la force 
accélératrice agit toujours de la même maniè- 
re, fi l'on fuppofe (liicg foie la vîteiFe qu'elle 
communique, à chaque unité de temps , il 
eft clair que les viteffes fuccelRves du mobile 
feront, ç, 2^, 3g; enforce qu'après un nombre, 
d'unités de temps marqué par r, la vîteiTe ac- 
quife fera g pris autant de fois qu'il y a d U' 
nités dans f; c'eft-à-dire , fera^xï ou gt, 

194- Donc i". dans le mouvemenc uni- 
formément accéléré , les nombres de degré; 
de vîteffe que le mobile acquiert , croilfen 
comme les nombres d'intervalles pendant 
lefquels dure le mouvement ; ce que Ton 
exprime , erï difant : Les vitejfes /icqiiijesfom 
comme les temps écon/â depuis le commence- 
rnent du mouvement. 

Ainfi, fi l'on appelle u la vîteffe que la 
mobile a acquîfe au bout du temps r , on «J 
v=gt. 

«". Les wtcffcs que le mobile fe trouvi 
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voir fiicceffivemenc pendant la durée d© 
«hacun des intecvalles confécut'ifs » forment 
donc une pi'ogreiUon arithmétique — ^«; 
s£, 3g. &c. dont le dernier terme efïgt ou « ; 
6c dont le nombre des termes eft r, c'eft- 
à-direj e(î marqué par le nombre desaftior.» 
de la force accélératrice. 

5°. Et puifque ces vîteiTes^) 2^, &c.Ji« 
font autre chofe, chacune, querefpace que 
le mobile peut décrire pendant l'intarvallc 
correfpondant ( 1S5 ), l'efpace total décrie 
pendant le temps f , fera donc la fomme des 
termes de cette progreflion arithmétique; 
c'efi-à-dire {^ig. 252 ), qu'il fera exprimé" 
par {g -h« )x~. Donc fi l'on nomme e cet 
efpace total parcouru depuis le commence- 
ment du mouvement, onauraf==(^-f«) —, 
195. Concevons, maintenant, que la 
force accélératrice agit, fans incerniption , 
ou, ce qui revient au même, concevons 
que le temps t foit partagé en une infinité 
de parties infiniment petites que nous ap- 
pellerons des inftants.i & qu'à la nailTancG 
ou à la fia de chaque inftant^ la force accé- 
îératiice donne une impulfion au mobile. 
Concevons de plus qu'elle agit par dtgrés 
infiniment petits. Alors g étant inftninvnf 
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|>etîce par rapport à « qui efî la viteffie 
acquife pendant le nombre infini d'inflanta 
marqué par £ , on doit doit dans l'équatioa 
«=s(^-t-»)-l. j omettre ^, & l'on a fim- 

plemenc e == —, 

196. Cela pofé, imaginons qu'au bouf 
du temps t la force accélératrice ceffe d'a- 
gir; le corps { 181 ) perfévérera donc dans 
ion mouvement avec la vîtefle « qu'il aura 
acquife ; c'eft-à-dire , qu'à chaque unité de 
temps, il décrira un efpace = « ( 183 ) 
donc s'il continuoit de fc mouroic avec cette 
même vîteffe pendanc le temps t, il décrî- 
roit un efpace = « x r , c'efi à-dire , le dou- 
ble de celui ^ ou — qu'il a décrit ( ip j ) dans 
un temps égal , par l'aftion fucceffive de U 
force accélératrice. Donc dam le motrvemeia 
uniformément (ù" eontinttettement accéléré y î'ep* 
face décrit pendant mt tertain temps , ejî lit 
moitié de celui que te mûbiie peut décrire dans a» 
temps égal , avec la vttejfe acquife 3 continuée 
uniformément. 

197- Puifque ( ip4) les vîtefles acquî- 
fes croiffent comme les temps écoulés j 
ii l'on appelle "/> la vîteffe acquife au bom 
d'une féconde, a!ors la vîteffe acquife, 
?près qa nombre t de fécondes ^ fera pî\ ainfi 
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' aora u^^pt. L'équation tf= — , trou» 
vée ci-defCus , deviendra donc e ==— » 
Donc fi Ton repréfente par E , ua antre ef- 
pace décrit de lamême manière pendant ut» 
autre temps T, on aura- de même £^£— ; 
d'où l'on, conclura f :. £ti,— :— :t ttz 
JTj ce qui nous apprend que lès efpacei par- 
courus d'un mouvement imiformément ù" conti- 
vueîlemem accéléré ^ font comme Ui qaarrés des 
temps ^ 

1 9 g:. Et puîfque ( i P4; ) tes vîteffes font 
dans le rapport des temps, les efpaces font 
donc aup y, dans le vapgorp des ^uarrés des 
VileJJes. 

199- ^one les virejfes & lés temps ^ font 
eomme les racines quarrées des efpaces parcou-r:. 
TUS depuis le commencement du mouvement. 

K- 200, Tout cela s'applique également 
lïx mouvements uniformément recardés ^ 
onrvuque, par les temps, on entende ceux 
ui reftent à s'écouler jufqu à Pextindion de 
i vîteffe ; & que par les efpaces , on en- 
snde ceux qui reftent à décrire jufqu à l'exn* 
'' âh£tion de ia- vîteffe. 

aOI. Dans l'équation f=H^ , que nou» 
aHons trouvée ci-deffus ( ip? ) , la quantité^ 




3»48 Cours 

^arhquelle nousavons enteadula vîcefiequ 
la farce accélératrice eft capable d'engendîaj 
par fona£lion fucceffive pendant une feconi 
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ce temps , elt ce que nous appellerons 
ce accélératrice; parce que nous devons ; 

fer de cette force par l'effet qu'elle eft cai 
le de produire dans le mobile ^ dans 
temps déterminé ; effet qui n'eft autre que 
lui communiquer une certaine yîteffe. 

Du Mouvement libre des corps pejanis. 

101, Ceft à l'efpece de mouvement qiîc 
nous venons de confidérerj qu'on doit rap- 
porter te mouvement des corps pefants. 
Mais avant d'appliquer à cet objet, la théo- 
lie que nous venons d'expofer, il eft à prof, 
pos de faire connoître quelques faits conceç 
nant la pefanteur. 

Ce que nous entendons par pefanteurj 
c'efl: lu. force qui foillcite les corps à defcen 
dre fuivant des lignes verticales ou perpen 
diculaires à la furface des eaux. Si la terre, 
ou fi la furface des eaux étoit parfeitement J 
fphérique , les direilîons de Ja pefanteua 
concourroient toutes au centre. Mais quoï 
■que cette furface ne foit pas parfaitemeii 
fphérique, elle s'en éloigne peu; enfortç! 
.^ye a pour les objets {^ue nous ^vons iiil 
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'iraiter, nous pouvons regarder, Cins au- 
cune erreur fenfible , les diredîons de I.i 
Î>efanteur , comme concoutaat au centre da. 
a terre. 

Nous avons déjà eu occafion de dira 
( Géom, î ly ) que le rayon de la terre confi- 
d-rée comme f phérique , eft de 1961 ijoo 
pieds. De-là il eft aîfë de conclure qu'il faut^ 
fur la furface de la terre , une étendue de 
i6 toifes pour répondre à un angle d'une 
féconde au centre de la terre, Ainfi, dans 
une machine qui aurolt 1 tî toifes de longueur, 
H ne s'en faudroit que d'un angle d'une fé- 
conde, que les dlreftîons de la pefanteur y 
aux deux extrémités , ne fuffent parallèles. 
Donc , dans un même lieu , on peut regarder les 
direSiiom de la pefanteur comme parallèles. 

Quant à la grandeur de cette force ; à par-J 
lerrigoureuferaent , elle eit djfférenteà dif- 
férentes diftances de l'équateur, & à diffé- 
rents éJoignements du centre de la terre.' 
Mais les quantités dont elle diffère, parles 
différentes diftances où l'on peut être de 
l'équateur, font très-petites, & ne nous 
importent en aucune manière , pour le pré- 
fent. Il en eft de même des diminutions 

('elle fubit à mefure qu'on s'éloig 
ure de la terre : elles ne peuvej" 
.fibles que par des changements, i 
_ 





I 



tance beaucoup plus confldérables que ne 
font les h&uteurs auxquelles nous pouvonaj 
nous élever i. ou les profondeucs auxquelie* 
nous pouvons dvfcendre i aînû , nous regatH 
ferons ^ ici, la pefaateur comme uns forçai 
qui eft par-tout la même , c'eû-à-dire ^ quf 
follieite les corps à defcendre d'une mè 
quantité dans un même tetnps* 

Il faut confîdérer cette force ,, comriq 
stglfTant , & agiiTanc également à chaqti 
inâant, fur chaque partie de lamaeiere. C 
il efl: clair que fi chacune des parties d'v 
corps reçoit la même vîteffe , k totalité n 
fera mue qu'avec la même vîteffe que lec^ 
vroit une feule des parties détachée de | 
maffe ; enforte que la vîteffe que la pelani 
teur imprime à une maffe quelconque , iï 
dépend point de la grandeur de cette maffffl 
elle eft la même pour une petite maffe qu 
pour une grande. li eft vrai, cependant, qu 
nous ne voyons pas tous les corps tombe 
d'une même hauteur dans le même temps! 
mais cette différence eft l'effet de la réfiftancj 
deTair^ainfi que nous le verrons parla fuiteî 
aufli lorfqu'on laiffe tomber des corps dani 
un efpace vuide d'air, obferve-t-on que de 
corps très- différents en maffe , tomben 
néanmoins d'une même hauteur dans 
même-temps. 
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lï faut bien difîinguer , ici , entre l'effec 
'de ia pefanteur & celui du poids. L'effet de 
la pefanteur efî de faire paflet ou de tendre 
à faire paffet dans chaque partie de la ma- 
tière une certaine vîtefle, qui eft abfolument 
indépendante du nombre des parties maté- 
rielles. Mais \e poids efl égal à l'effort que l'on 
doit exercer , pour empêcher qu'une maffe 
propofée n'obéiffe à fa pefanteur. Or cec 
effort dépend de deiu chofes ; fçavoir , de 
Ja vîteffe que la pefanteur tend à imprimer à 
chaque partie , & du nombre des parties 
qu'elle anime ou qu'elle tend à animer. Mais 
comme la vîteffe que la pefanteur tend à im- ' 
primer, eft la même pour chaque partie de 
la matière, l'effort que l'on a à exercer, eft 
proportionnel au nombre des parties de U 
matière i c'cft-à-dire , à la maffe. Aînfi le 
foids dépend de la majje , (ir la pefanteur n'en 
^dépend nullement. Cette obfervation , fur le 
^npoids des corps, établit ce que nous avons 
■Svancé ( ipi ), fçavoir, que la maffe eft 
proportionnelle au poids. 

203. Après ces éclairciffements fur U 
pefanteur, venons aux loix du mouvement 
des corps pefants. 

IPuifque la pefanteur agit également , & 
ans interruption , à quelque diftance que le 
lorps fe tcouve de la fuiface de la tccref^ 
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(du moins pour les diftances auxquelles non 
pouvons nous élever ) la pefanieur eft don 
une force accélératrice confiante, qui»! 
chaque inftant, fait palTer dans le mobd 
un nouveau degré de vîteffe, qui efl toj 
jours le même pour chaque iaftant égaH 
enforte que ( 154. & fuiv. ) les vïtefles aa 
quifes augmentent comme les temps écoa 
lés ; les efpaces parcourus font comme la 
quarrés des temps, ou comme les quar™ 
des vîteffes; les vîtefles font comme laf 
racines quarrées des efpaces parcourus ; le 
temps font aulTi comme les racines quariéifl 
des efpaces parcourus : en un mot, tout d 
que nous avons dit des forces accélératrica 
confiantes , s'applique littéralement à la f 
fanteur. Bien entendu, que dans tout ceci 
MOUS faifons abftradion de la réfiftance 1 
l'air & de tout autre obftacle. 

Il ne s'agit donc, pour pouvoir déterrr 
ner, les temps, les efpaces, & les vîteflTjJ 
dans le mouvement des corps graves, qJ 
de connoître un feul effet de la pefanteq 
dans un temps déterminé. Car les equatît 
u=ptf e = — , nous mettront en état « 
déterminer tous ces objets, dès qu'une fol 
nous fçaurons la valeur de p. 

Rappelions-nous donc que par/? ( 1^7 j 
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jblis avons entendu la vîtefle que le mobile 
acquiert au bout d'une féconde de temps. Oc 
on fait par expérience ( & nous verrons pat 
la fuite , comment on l'a trouvé ) qu'un 
corps à qui l'air ne fait point de rtffiftance 
fenfible , tombe de i j pieds & ~, ou plu» 
exa6lement, de ijP, osf8 dans la première 
féconde de fa chute. 

D'ailleurs nous avons vu ( i$6) qu'avec 
la vîtefTe acquife par une fuite d'accéléra- 
tions , le mobile pourroit décrire d'un mou- 
vement uniforme , un efpace double, dans 
Je même temps. Donc la vîtcfie qu'un corps 
pefant a acquis au bout de la première fé- 
conde de fa chute , efl telle que fi la pe- 
fânteur ceflbit d'agir, il décriroit le double 
de ij pieds &7V, c'eft-à-dire 30^,2 à char 
que féconde. Donc p= 50, 2. 

204- Maintenant, l'éqiiftion «=;'r; 
: l'équation e=~j naus font voir; la 
(remiere, que pour avoir la vîtefle qu'un 
irps pefant a acquife après être tombé pen- 
knt un nombre r de fécondes , il faut mut- 
plier celle qu'il acquiert pendant la pre- 
mière féconde, par ce nombre t de fe-» 
condes. 

Donc, hrfqu'un corps pefant ejî tombé pen^ 
liant un certain nombre. 4e fécondes j /a ■vïïaj^ 
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^«'i7 a aequife , efi telie que Jî la pefameitt 
eejfoit efagir , il décrirait ^ par chaque féconde , 
autant de fois ?o**, 2 qu'il s' efl écoulé de fécon- 
des. Ainfi, un corps qui a employé 7 fécon- 
des à tomber, fe meut au bout de 7 fé- 
condes» avec une vîteffe à parcourir 7 fois 
30P, 2 ou lit pieds&f par féconde, fans 
aucune nouvelle accélération. 

aoj. La féconde équation e^t^^^ss 
jpt* f fait voir que pour avoir l'efpace e ou 
la hauteur e dont un corps pefant tombe 
dans un nombre t de fécondes, il faut mul- 
tiplier fp, c'eft-à-dire, la quantité dont îi 
tombe dans la première féconde, la multi- 
plier , dis-je, par le quairé du nombre def 
fécondes. 

Donc la hauteur dont un corps pefant tombe 
pendant un nombre t de fécondes , efi d'amaat 
de fois 1 J pieds & 7^, quily a d'unités dans le 
quarré de ce nombre de fécondes. Ainfi quand 
un corps a employé 7 fécondes à tomber , 
on peut être afTùré qu'il eft tombé de 4.9 fois 
1 yï" , I , c'eft-à-dire , de 740 pieds à très-peu 
près; en fuppofant toujours quelaréMance 
de l'air n'ait pas lieu. On voit donc que 
quand on connoît le temps écoulé, rien n'eft 
plusaifé que de déterminer la vîteffe acqul-î 
îe, & l'efpace parcouru. 
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_ 06. Si l'on veut (avoir combien de 
temps un corps employeroit à tomber d'une 
Jiauteur connue : l'équation^ =■-/?*", donne 
»* := -^ , & par conféquem / = 1/ ;- ï 
c'eft-à-dire, qu'il faut chercher combien cène 
hauteurs conrient de fois la hauteur 7^ donc 
■un corps pelant tombe dans la première fé- 
conde , & tirer la racine quarréc de ce nom- 
bre de Ibis. 

207- Veut-on favoir de quelle hauteur 
un corps pefant devroii tomber pour acqué- 
lir une vîteffe connue ; c'eft-à-dire t une vî- 
telTe à parcourir uniformément un certain 
nombre de pieds , par féconde. Alors de l'é- 
quation»^;? f , je tire la valeur de t qui eft 
t=~; je la fubflitue dans l'équation e = 



Tp^ i & )ai e^j:p> 



- = — , qui m ap- 



(prend que pour connaître la hauteur e dont un 
corps pefam devroît tomber pour acquérir une 
Vttejje u d'un certain nombre de pieds parfecon- 
Ue y il faut àivïfer le rjuarré de ce nombre de 
^eds j par le double de la vitejje qu'un corps pe- 
sant accjitiert au bout de la première féconde i 
c'ejî'à-dire , par 60 , 4. 

Ainfi, fi je veux favoir de quelle hauteur 
un corps pefant devroit tomber pouracqué- 
fi^ une vîteffe de 100 pieds par féconde, je 
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divjfc le quarré de ioo,e'efl-à'dire, looooj ' 
par 60, 4i le quotient i5y 7 m'apprend» 
qu'un corps doit tomber de t(îy pied; 
pour acquérir une vîtelTe de 100 pieds p; 
féconde. 

Il eft évident qu'on fe conduiroit de mi 
me, pour déterminer à quelle hauteur moi 
tera "un corps jette verticaiemenc avec uni 
vîtefTe connue. 

20S' Comme on peut, aïnfi qu'on Jô 
voit par ces exemples , déterminer facile- 
ment toutes les circonftances du mouvemenc, 
des corps pefants, c'efl; à ces mouvementl 
qu'on rapporte le plus communément , toui 
les autres mouvements ; en forte que fou 
vent, au lieu de donner immédiatement 1; 
yîtelte d'un corps , on donne la hauteur d'oi 
il auroit dû tomber pour acquérir cette v 
tefTe , par l'a£tion de la pefanteur. Nous ai 
tons occafion d'en voir des exemples. 

Obfervons donc pour récapituler, qui 
toutes les circonfiances du mouvement acci' 
1ère , & par conféquent du mouvement dei 
corps graves, font comprïfes dans les deux! 
équations u=ptj e^-^pi' i en forte qU' 
p étant connu, dès que l'on connoîtra 1' 
de ces trois chofes, le temps, l'efpace & I: 
vîteiTe , on peut toujours trouver les deu] 
autres, foit immédiatement par Tune oui' 

et* 
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•£ de ces deux équations , foit par le con- 
ours des deux, combinées comme nous vei 
ons de le faire ( 207 ) , 

£)es Mouvements variés de quelque 
manière que ce foit. 

aôp. Lorfque le mobile eft fournis \ 

ï'aftion d'une force qui agit fur lui fans in-, 

terruption , mais d'une manière différente à 

chaque inftant j le mouvement s'appelle j en 

général , mouvement varié. On a des exem-« 

■pies de mouvement varié dans le débande- 

ment des reflbrts : quoique la vîteffe aille 

' en augmentant, cepen-dant les degrés pat 

1 lefquels elle augmente vont en diminuant. 

Il en eft de même des degrés par lefquels là 

mouvement du navire arrive a l'uniformité t 

' i'aflion du vent fur les voiles diminue à 

mefure que le navire acquiert du mouve* 

i ment, parce qu'il échappe d'autant plus à 

Wiette a£tion, qu'il a plus de vîteffe. 

^Ê - a I O. Les principes néceffaircs pour d^*" 

W^rerp^ner les circonftances de ces mouve-* 

niants , fe dëduifent facilement de ce que 

nous avons dit fur les mouvements unîfor- 

tnes & fur les mouvements uniformément 

accélérés. : voici comment on y parvîenti» 

R 
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1*. De quelque manière que le mouvéme 
foir varié , fi on le confiderc par rapport 
des inftaats infiniment petits, on peut fuppi 
fer que la vîteffe ne change point pendai 
la durée de cet înftant. Or lorfquela vitefl 
cd uniforme, elle a pour exprefijon l'efpac 
décrit pendant un temps quelconque r , dî 
viIé par ce même temps t. Donc lotlqu'eli 
Ee fera uniforme que pendant un inllant 
elle doit avoir pour exprefllon , l'efpace ii 
finiment petit décrit pendant cet inflant, < 
vifé par cet inftant. Donc furepréfente l'efp; 
ce décrit, d'un mouvement variable, pendai 
ie remps quelconque r, de repréfencera ce q 
eft décric uniformément pendant l'inftant e 
on aura donc »= j-^ » ou de=udt; premie 
équation fondamentale des mouvements vûrît 
J2II. 2^ L'équation a=^f, trouvi 
( 1S>7),& qui exprime le rapport des vîteffi 
aux temps , dans les mouvements uiiiformi 
ment accélérés , donne p='. C'eft-à din 
que quand la force accélératrice , ou plu& 
la quantité p par laquelle on la mefure ( 20 1 
efl confiante , elle a pour exprefllon , la ' 
^ tefle « qu'elle engendre pendant un certg 
temps r, divifée par ce temps t. Donc 
cette force accélératrice p agit différemmei 
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_lfun inftant à l'autre ; c'eft-à-dire , fi elle n'ell 
conftante que pendant un inftant, elle doit 
avoir pour expreflion la vîteffe qu'elle en- 
gendre pendant cet iniîant , divifée par cet 
inftant ; c'eft-à-dire , qu'elle doit avoir pour 
exprelÏÏon l'accroiflement de la vîtefte , di- 
vifé par l'accroiflement du temps i on aura 
donc p = -r- i ou d u=pdt j Jeconde équa-, 
t'ion fondamentale des mouvements variés^ 

2 12. Dans l'équation u=pt nous avons 
entendu (197) par p , la vîtefle que la force 
accélératrice engendreroit dans le mobile 
pendant un temps déterminé ( comme d'une 
ieconde ) , par une a^ioiî continuée & tou- 
jours égale. Dans l'équacton du=^pdtj on 
doit entendre la même chofe. Mais il faut 
obferver que la force accélératrice étant fup- 
pofée variable , la quantité p qui repréfente 
!a vîtefle qu'elle feroit capable d'engendrée 
fi elle agifl^oit comme force accéiératcice 
conftante pendant une féconde, cette quan- 
tité /» eft différente pour tous les inftants du 
mouvement. En effet, on conçoit aifément 
que iorfque la force accélératrice devient 
plus petite, la vîtefl'e quelle feroit capable 
d'engendrer dans une féconde , par fon ac- 
Etion acluelle répétée également pendant cha* 
igue inftant de cette féconde , doit être plus 
petite , & vice verfa. K. ij 
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2 I 3- Les deux équatioBS d^^^ttd*i 

'du s=pdt y peuvent en fojurnir une troifieme 

que Ton emploie encore avec avantage; la' 

yoici. • 

De réquâtion âérsk» dt ; on tire dt^=;— t 

fubfiituant cette valeù (Jans l^ëquatlon 
àu^^pât, on a, tontè^réduâion Ëûte^ 
fde^^udu, 

12 1 4- Remarquons , que dans \ç Eaifon-v 
nement par lequel nous- fommes parvenus à 
f équation du=pdt ( 211 ), nous avons. 
regardé la vîteffe comme croiflante., Si elle 
àlroit en diminuant , il faudroit (21 ) , au lieu 
. Aedvt mettre — du ; enforte que les deux. 
équations d»=p lit , Sx: pde=udu,âhivent 
•ètie édites ainCifzh'^'f=pdt , £cpd €=■±2 
udn, le figne fupdrieur étant poui- le mou- 
vement accéléré j & le figne inférieur, pour 
ïe mouvement retardé. 

iiî,_IÎ y a une quatrième équation qu'on peut déduire des 
deux équiicions fcmdaiDentales, Sf qu'il ne îxai pas omettre : 
la voici. 

dt /àe\, 

L'équation 4e = udi, donne o=—j doTicda=dl — 1' 

Subflituant cette valeur dans l'équation fdi=^duy on a 

Si l'on fîippofe ( comme on en cft lûen le maître ) que dt 
fojt ccnftant, on a .pij=±--— , oapdt^^=i^dde. 
Mais il faut-bien Te fouvenir que réguaiionfii('=5;i; (ii( 
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npore â t confiant. Lorfi^u'oa fait à t variable , on em-; 
pojsfr l'équation /'<i' = ±''f— ')* 

[Nous aurons plus d'une occafion d'appK- 
Ver utilement ces formules. Miis ne per- 
ons pas de vue que la quantité f qu'elles 
Ifenfermeiic , repréfente , pour chaque inG- 
tanc, ia vitefTe que la force accélératrice fe- 
roit capable de faire naître dans le mobile , 
dans un intervalle de temps connu , comme 
d'une féconde , fi pendant cette féconde elle 
agiflbit comme force accélératrice confian- 
te ; en forte que , comme cette quantité ^ 
mefure pour chaque infianr l'effet dont la. 
force accélératrice eft capable, nous lui don- 
nerons j pour abréger , ie nom de force accé- 
lératrice. 

Dt l'Equ'illBie entre des fircas direc- 
tement oppofées, 

HT 6. Nous venons de confidérer le mou- 
• vement que doit avoir un corps fournis à 
l'aQion d'une force qui agit fur lui , t<îuiours 
fuivant une même direQion. Mais nous n'a- 
vons pas encore fait mention de la manière- 
dont le mouvement pafle dans ie mobile. 
Ceft un objet qu'il n'eft pas moins importanr 
d'^e^miaer; mais, comme kïloix de lacom- 
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H niunicatîon du mouvement» dépendent i 

H celles de l'équilibre , ainfi que nous le vefi 

H rons par la fuite , îifaut commencer par nous 

H occuper de celles-ci. 11 n'eft queftion, poua 

H le prefent , que de l'équilibre entre des foP 

H ces directement oppofées. 
H Nous repréfenteronsles forces, ainfi que 

H nous l'avons déjà dit, par les effets qu'ell 

H font capables de produire i c'eft-à-dire i 

H chacune , par la quantité de mouvemenfl 

■ d'une mafie déterminée. Mais pour ne poinq 

* embraffer tvop d'objets à la fois , nous con-J 
fidérerons ces mafTes comme réduites cha-f 
cune à un feul point , auquel , par la penfée J 

^L nous attribuerons la même quantité de ma-J 

^M tiere qu'au corps dont il tiendra lieu. Nou 

^Ê verrons , par la fuite, qu'il y a, en effet, dand 

^H tous les corps , un point par lequel le mou*| 

^Ê vementfe tranfmet, comme fi toute lamafl» 

H y étoit concentrée. Au furplus , nous confia 

^M dererons les corps ( ]'ufqu'à ce que nous aver* 

H tiffions du contraire) comme compofés dé 

H parties abfolument dures & liées les unes 

B aux autres de manière à ne pouvoir change; 

H leurs ficuations refpeÛives, par l'adioa d'au 

H cune force. 

H 217. Cela pof(é, concevons (fi^. y4Ï 

H deux maffes M & m; la première , mue dli 

H '^ vers Cavec une vîteffe Ki la féconde ^ 
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ue de Cvers ^, avec une vîtefle h ;' lors- 
que ces deux mafles viendront à fe rencon- 
trer , elles fe feront équilibre fi la quantité 
de mouvement de M, eft égale à ta quantité 
mouvement de im; c'elt-à-dire ( iSp),. 
fi My=mu. 

En effet, il eft d'abord évident que fi M 
eft égal à »ï , & qu'en même temps les deux 
vîtefles y ai H foient égales, il y aura équi- 
libre ; car alors la même raifon que l'on 
donneroit pour prouver que M doit l'empor-' 
ter fur m , prouveroit aulTi que m doit l'em- 
porter fur M , puifque tout eft égal de part 
& d'autre. 

2 I §. Suppofons préfentement que M 
efi double de m ; mais qu'en même temps ir 
cft dçuble de F ; que, par exemple , M par- 
coure un pied pat féconde , & m deux pieds 
par féconde. Il eft clair que je puis conHdéret 
" 'comme compofé de deux mafles égales 
ti & qu'à l'inftant du choc je puis me 
préfenterle corps m comme animé d'une 
telTQ d'un pied par féconde , à laquelle on 
oute dans le même inftajit une autre vî- 
iffe d'un pied par féconde. Alors je puis 
me reprcfenter que dans le choc, lamatfc 
m confume une de fes vîtefles contre une 
lareille portion de la maffe M; & ïow autre 
itefîe contre la portion égale & reftantc 
maffe M^ ' K iv 
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Maintenant, fi au lieu de fuppolèr lej 
niafTes M Se m j dans le rapport de a à i % 
& au contraire leurs vîteffes dans le rapport 
de i à 2, on les fuppofoït dans tout autrô 
rapport , on voit qu'on pourroit toujouri 
fuppofer la plus grande nialTe décompofée 
en un certain nombre de jnaffes égales à l^ 
plus petite , dont chacune détruit dans h 
plus petite une vîtefle légale à la fienne , et 
forte qu'on peut établir comme,général 3 U 
principe fuivant. 

Principe fondamental. Deux corps ^uï 
agiffent; i' un fur t autre, fuivant des lignes àirec 
temem oppoféeSi fe font équilibre f Iwfque leuT\ 
quantités de mouvement font égales i c'e^-'k-àÂïCf 
lorfque le produit de la mafle de l'un , pac 
la vîtefle avec laquelle il tend à fe mouvoir « 
eft égal au produit de la mafle de l'âutri 
par la vîtefle avec laquelle il tend au(fi ; 
fe mouvoir. 

Cette propofition a lieu généralement foîi 
qu'il s'agifle de deux corps qui marchent U 
brement au devant l'un de l'autre , foit qui 
foit queflîon de deux corps qui fe poùfîent 
à l'aide d'une ligne Ai m inflexible & fan 
mafle ; foit enfin qu'ils fe tirent en fens coa 
traites , à l'aide d'un fil inextenfible M m 
Et re'ciproquement fi deux corps fe font équi 
Uîare j on doit conclure que leurs mouv* 
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Jhents font diredement oppofe's , & qiia- ' 
leurs quantités de mouvement font égales» 

219. Donc fi trois , ou un plus grand 
nombre de corps A?, m,m' 6cc. (tlg- n ) ^î"' 
fe meuvent ou tendent à fe mouvoir fur une 
même ligne, avec des vîtefies ^, «, h' fe 
font équilibre, il faut quela fomraedes quan- 
tités de mouvement de ceux qui agiiîent dans 
un fens , foit égale à la femme des quantités 
de mouvement de ceux qui aglifent en fens 
contraire. 

Car s'ils fe font équilibre , on petit tou- 
jours fuppofer que M & m allant du môme 
fens , m détruitune partie du mouvement de 
m' , & que M détruit l'autre. Or fi l'on nom- 
me X la vîtelTe que m' perd par l'a^lion de 
m f on aura m'x pour la quantité de mou- 
vement qu'il perd par cette même aQion ; 
on aura donc mu=m'x : le corps Al n'au- 
ra donc plus à détruire dans m', que la quan- 
tité de mouvement reliante ; favoir , m'u'— 
m'x\ on aura donc Ail^^m'u'- — m'x, ou, 
à caufe que m'x=^mu , on aura A7/-''= 
m'u' — m«; c'eft-à-dire ; MF'^mu = m'u\ 
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Du Mouvement compofé. 

aîO.Nous fuppoferons encore que leSi 
fies auxquelles feront appliquées les fo; ~ 
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ces dont nous allons parler > font conceru 
trées en un point. 

On appelle Monvemem compofê , celui qufl 
prend un corps folUcicé en même temps pa^ 
plufieurs forces qui ont telles dire£tion< 
qu'on voudra. 

Si un corps M mû fuivant la ligne drol-i 
tt j^B ( Fig. s 6 ) reçoit , lorfquil eft arrivé 
au point M un^ impulfion fuivant une ligni 
Mo perpendiculaiie à la ligne -^fi ; cettt 
impuliîon ne peut produire d'autre effet qu 
de l'écarter de la ligne /?B; elle ne peut ni 
augmenter ni diminuer la vîtelTe qu'il avoii 
pour s'éloigner de CD perpendîculairemen 
a cette ligne. En effet, la direction CD étani 
perpendiculaire à y^B , il n'y a aucune rai 
fon pour que la force qui agît fuivant Cil 
produife un effet plutôt à la droite qu'à I 
gauche de cette ligne i & comme elle n) 
peut en produire des deux côtés à la fois 
elle n'en produira donc ni de l'im ni di 
l'autre. 

Le raifonnemenc eft le même , fi l'on fup 
pofe que le corps M étant mu fuivant CD j 
vient à être frappé fuivant ME; cette der- 
nière force n'ajoutera ni n'ôrera rien à h 
vîtelfe avec laquelle le corps M tendoità 
seloigner de MB. 

2 2 1. Principe fondamental. Si dea» 
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mjôrcesP & Q ( Fig, f 7 ) dont les direâions font 
un angle droit , agiffent an même mjlantfur un 
mobile M ; que la force Q foit telle , tjue par 
fin a£iion infîantanée fur le mobile , elle pttiffe 
feule lui faire parcourir. M B dam un temps 
déterminé comme d'une féconde ; tf la force P 
telle qu'elle pttiffe feule lut faire parcourir M0 
dans le même temps ; je dis que par PaBiott 
compofée de ces deux forces , le mobile M dé- 

Hviro , dans le même temps , la diagonale M E 

^uflt parallélogramme DMBE qui a pour côtés 

^ ces mêmes lignes MB , MD. 

Puifque les deux forces agiffent au même 
jnfîant fur le mobile , on peut fuppofer qu'il 
dcoic en mouvement fur la ligne PD ^ & 
qu'au moment où il arrive au point M , la 
force Q perpendiculaire à PD vient à agit 
fur lui; or félon ce qui vient d'être dit (210) 
cette force Q ne peut ni augmenter ni ral- 
lentir la vîtefle qu'il avoït pour s'éloigner de 
Q B ; donc fi par le point D on tire DE pa- 
rallèle à MBi il faudra qu'au bout d'une fé- 
conde il fe trouve Cm quelque point de la 
ligne DE dont tous les points font dloigués 
de ^B, d'une quantité égaie à MD. 

Or le même raifonnement que nous faî- 
fons pour la force P à l'égard de la force Q , 
s'applique mot à mot à la force Q par rap- 
port à la force P i donc fi par le point B on 
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tire BIE. parallèle à f-D, le corps doit; a^J 
bout d'une feeonde , fe trouver fur quelqu 
point de BE. Mais il n'y a que le point i 
qui foit tout à la fois fur D£ & fur BÈ ; donc ] 
le mobile , au bout d'une féconde , fera en £,, 

Il eft d'ailleurs évident ( i Si ) que quelquel 
route que le mobile prenne par l'aftion inf-^1 
taiitanée des deux forces , elle doit être un(?J 
ligne droite; puifque dès qu'elles ont agi 
le mobile eft abandonné à lui-même; don« 
puifque cette route doit paffer par jW& pâa 
E , elle doit être ME , c'eft-à-dire , la diago 
nale du paralliilogramme DMBE, 

Ajoutons que le mobile décrit ME d'ua 
mouvement uniforme > puifqu'inimédJare-l 
ment après l'action compofée des deux for- 
ces, il eft abandonné à lui-même { )8r )J 

2 2 2. Puifque les deux forces P & , 
agiflant conjointement fur le mobile, n'ori 
d'autre effet que de lui faire décrire la àisM 
gonale AIE ; concluons donc i°. qu'à deuig 
forces dont les directions font un anglJ 
droit , on peut toujours en fubftituer ung 
feule, pourvu que celle-ci puiffe faire par-J 
courir au mobile, la diagonale duti parallé^ 
logramme reftangle , dont les côtés feroicng 
décrits dans le même temps chacun fépa-i 
rément par l'aiiion de la fores dont il eft 1 
direilion. 
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^V La force unique ME qui téfulte de l'ac- 
tion des deux forces AîB ^ MD , s'appelle U 
réfuhante de ces deux forces. 

Comme les lignes MB , MD , repréfen- 
tent les eifets donc les forces ^ & P font 
capables féparément , & ML celie donc elles 
font capables conjointement, on peuc regar- 
der ^/if, MD ^ ME comme repréfemant ces 
forces elles-mêmes. 

2°. On pourra donc, auiïi, confidérerunc 
force unique quelconque A/£', comme drant 
le réfultat de deux autres forces ME^ MD , 
dont les dîreâions feroient entre elles un an- 
gle droit, pourvu que celle-là étant repré- 
fentée par la diagonale ME y ces deux-ci le 
foîent parles côtés MB y MD d'un même 
parallélogramme rectangle. On pourra donc 
a la force unique MK , fubftituer les deux 
forces MB £c MD ; puifqu'cn effet ces deux 
forces ne produîroient que ME. 

2.2.^ . En général , quefqae angle qiicfaf- 

fem enn'elles la àireiîwns des deux forces P 
«r Q ( T^i^. y 8 & f 9 ) qai agijjem en même temps 

fur un mobile M ; ce mobile décrira la diagc 
nale ME du parallélogramme DMBE, dont ht 
cotés marquent fur les dlreBions de ces forces ^ ht 
effets dont elles font capables féparcment :&• il 
décrira cette diagonale , dans le même temps qui 

far l'avion de futie quelconque de ces deux foi 



270 G-ô^T? k s 

cei , il eût décrit le cSté qui repréfente cette dt^ 
niere force. 

En effet , concevons que par le point M^i 
on mené FAIH perpendiculaire à la diago-*! 
na!e ME i & que par les points D an B ort i 
mené les lignes DF, SH parallèles , & lej 
lignes DG , El perpendiculaires à cette r 
me diagonale. Au lieu Je la force P repri 
fentée par MD diagonale du parailélograrr 
me leâangle FMGD , on peut ( aaa ) pred 
dre les deux forces MF Gx. MG, Par la mes 
me raifon, on peut , au lieu de la force ( 
repréfentée par la diagonale MB du paralléj 
. logramme reâangle MHEl , prendre lef 
deux forces MH & ML On peut donc , au 
deux forces/' &^, fubftituerles quatre fot*Ë 
ces MF, MG, MH, Ml; & celles-ci n« 
peuvent manquer d'avoir la même réfultantij" 
que ces deux- là. Or de ces quatre forcd 
les deux MH , MF, ne contribuent en rîel 
à la réfultante , "parce qu elles agiffent fuM 
vaut des direûions ' oppofôes , ôc qu'elle 
font égales. En effet , ïl eft aîfi^ de voir qui 
les deux -triangles DGM , ElB font égaux! 
par la nature du parallélogramme; don 
DG^Bl; donc auffi MFr^MH. 

Quant aux deux forces Ml, MG , coti 
me elles font dirigées fuivant une mênj 
ligne, l'eâTet qui en léfulte, doit être ] 



rjE Mathématiques. 271" 
es deux effets A/G, AII{Fig. 58), 
' parce que ces forces agiffent dans le même 
iens ; & doic être leur différence ( Fig. jp ) , 
parce qu'elles sgiflent en fens contraires. 
Mais puifquele triangle ElB eftégalautrian* 
gleDu/Wjon a(h^.,ï8) MJ-^MG=^ 
AlI-hEl=Mhi & ( fig. J9 ) MJ — 
MG=M1- — £i= ,Vî£ ; donc- les quatre 
forces Mh, MH, MG, MI, & par confé- 
quent lesdeux forces AIO, A/Sj n'ont d'autre 
effet que la force ME lepréfentée par la 
diagonale du parallélogramme DMBE , 
dont les deux côtés AÎB , MD repréfen- 
tcnt les deux forces Q & P. 

:i 2 4- Nous avons , dans ce qui procède» 
repré-'enté les deux forces P &lQ [Eig. J?, j8 
6c ;5 ) par les lignes MD, MB qu'elles fe* 
roient capables de faire décrire dans un 
même temps, au mobile M, c'efl-à-dire , 
par les vitefles qu'elles peuvent lui commu- 
niquer; quoique, félon ce que nous avons 
dit ( I 9 ) , la mefure véritable des forces , 
doit être la quantité de mouvement qu'elles 
font capables de produire. Mais comme les 
quantités de mouvement (190) font dans le 
rapport des vîtefles, quand la mafle eft la 
même , ainfi que dans le cas préfent ; on peut 
toujours prendre, comme nous l'avons fait^ 
les vîtefles MD y MB j pour leprélentac ( 
•deux forces,^ 
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Mais Ct au lieu d'avoir immédiatement léj 
TÎteffes que les deux forces P&^peuveol 
engendrer dans le mobile M, on avoit iei 
quantités de mouvement qu'elles peuventj 
produire dans des maffes connues , alots o» 
prendroit MD & MS , dans le rapport d^ 
ces quantités de mouvement. Par exemplcj 
fi je ne connoiffois les forces P & Q , qi^ 
par ce caractère ; que la force P eft capabB 
d'engendrer une vîteffe connue », dans uni 
marte connue m; & que la force ÇeftcapaT 
ble d'engendrer une vîteffe connue u' , dan 
une marte connue m' , alors ]e prendrow 
A^D ; MB : : mu: m'u'. Car , félon ce qii 
nous venons de voir, il faut prendre AID& 
MB dans le rapport des vîcefles que ce*-| 
deux forces peuvent imprimer au mobile MM 
or la première étant capable d'engendrer 1 
quantité de mouvement m« , eft capable c 
donner au mobile M la vîtefle-^( i8p )l 
par la même raifon , la féconde , ou la force ( 
eft capable de donner au mobile A/, lavîteflT 
~- i il faudroit donc prendre MD : MB : 1 

— - : -TT i lîi^is -TT ' -rr : ; JM« : m'u' ; donc 1 
il faut en eff"et, faire MD : MB dans le rappoiÇj 
des quantités de mouvement qui mefureni 
ies forces P. &c Q* 

Cen 
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^B Cette réflexion eft utile, pour comparer 
^Tes effets de différentes forces appliquées 
a différents mobiles. 

La propofition générale que nous venons 
de démontrer ( 223 ), eft d'une très-grande 
utilité ; prefque tout ce que nous dirons par 
la fuite, n'en fera qu'une application. 

225*. On voit donc qu'il eft abfolument 
indifférent de regarder un corps comme fol- 
licité par l'aâion combinée des deux forces 
MS , MD ( %. ; 8 & f p ) , qui font entr'elles 
tel angle qu'on voudra , ou de le regardée 
comme foilicïté par l'aftion unique de la 
force reptéfentée par le diagonale ME. 

Et réciproquement, il revient abfolument 
au même, de confidérer un corps comme 
Ibllicité par une force unique A'IE , ou de le 
confidérer comme loUicité en même temps 
par deux forces qui feroîent repréfentées 
par les côtés d'un parallélogramme , dont 
celle-là feroit la diagonale. Par exemple, 
qu'un corps parvienne de Af en E, par un 
mouvement uniforme , en une féconde de 
temps i ou bien qu'il fe meuve fur la ligne 
MB , de manière à la parcourir dans une 
féconde de temps, & qu'en même temps 
cette ligne foit tranfportée parallèlement à 
elle-même te long de MD , & qu'elle par- 
coure MD aufli dans une féconde, le corps 
S 
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dans ce fécond mouvement fe trouvera j 
également , ne décrire autre chofe que 1 
ligne ME. 

226. Les deux forces /WB, MD 
rencontrant aU point M , font néceffaire' 
ment dans un même plan ( Gi'om. 174). PuîB 
donc qu'elles ont pour icfukante la dîago-^ 
nale AIE , qui eO: dans le plan du paralléio' 
gramme, on peut dire généralement, qu 
deux forces (juife rer.comrent yfûm toujoursTtin 
un même plan avec leur réJUliante* 

De la Compojidon & de la Decompqn 
tion des forces. 

2 2 7- Non-feulement on peu:, par 
principe que nous venons d'expofer, rédii 
re aune feule, deux forces qui concourenfl 
& décompnfer une forCe en deux autre^ 
mais on peut, en général, réduire à una 
feule force , tant d'autres forces que l'on 
voudra, lorfqu'elles font dans un mên* 
plan , ou lorfqu'elles fe rencontrent touteS 
en un même point. Et réciproquement, ottl 
peut décompofer une ou plusieurs forces M 
en tel autre nombre de forces que l'on 
voudra. 

228. Mais avant de feîre voir commet^ 
on y parvient , il faut obferver que lorfqu'uiï 
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«ce P ( Fig. 60 ) agit fur un corps , foiÉ 
pour le pouffer, foit pour le tirer, il im- 
porte peu à quel point de la direction de 
cette force , on fuppofe que fon aÊïîon foie 
appliquée. Far exemple , c'eft la même 
chofe, que la force P tire le corps Cpar le 
point /'à l'aide d'une verge inflexible & fans 
inaffe, ou d'un fil inextenfihle & fans maffe; 
c'eit la même chofe, dis-je, qu'elle le tire 
par le point P , ou qu'elle le tire par le 
point y/, ou par le point 5, ,ou par le 
point C, ou qu'elle le pouffe par-tout au-^ 
tre point D tïc avec ce corps. Tant que fon 
aClion s'exercera fuivant la même direction, 
elle aura toujours le même effet. La dif- 
tance ne peut influer qu'autant que l'aftion 
de la puiffance fe tranfmettroit à l'aide de 
quelque inOrument 3 comme levier ou corde ^ 
dont la maffe partageroit l'adion de la puil- 
iance; ce que nous excluons ici. 

Ainfi , n deux forces P & Q ( ^'^' 6"! ) 
dirigées dans un même pian, fuivant les li- 
gnes yîQ_j BP tirent ou pouffent un corps 
par les deux points /? 6c fi; ce corps n'eft 
pas autrement fo!llcîtt- qu'il le feroit, fi les 
deux forces le tïroient toutes deux par leur 
point de concours / , en reftant toujours di- 
jfige't's de la même manière. 

Cclapofd, venons à la compolïtion fiC 
Sii. 
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à la àticonipofition des forces, 

229. Suppofons quatre forces P,^ 
(fiç. 62) dirigées fuivant les lignes OP,; 
£^,7^? toutes dans un même plan. Pt< 
geons d'abord , par la penfée , la dircdtiofl 
jufqu'à ce qu'elle rencontre ^^,au poin 
& fuppofant que AD , AE font les effi 
que les deux forces P ôc Q pourroieni 
pedivement , faire décrire à un même i 
bile, dans un temps déterminé, com 
d'une féconde ; fi l'on forme le parallt 
gramme AEID y la diagonale AI, reprél 
tera ( 223 ) l'effort ré("ultant des deux for 
P &c Q, 6c pourra par conféquent tenir.' 
de ces deux forces. 

Concevons maintenant, quc^/prolJ 
rencontre en B la direction BR de la force 
& ayant pris BM égal à AI , fi l'on pr( 
BF pour l'efpace que la force R eft capa 
de faire décrire en une féconde, au mê 
mobile que ci-defl"us ; alors fuppofant 
force ^^/ appliquée en B; puifque cette ' 
ce eft repréientée par BM = Al , de 
concours d'atlîon avecla force fl, ilr< 
tera une force unique repréfentée par 
diagonale BG du parallélogramme BMG 
cette force tiendra donc lieu de la force 
& de la force ^7; c'eft-à-dire , tiendri 
des trois forces R, £ & P, 
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1 Enfin concevons que FG proloiigée ^ 

'"encontre enCf ladiredîon 7"^" de !a force S, 

^^ii^ faisons CK = EG ; fuppofons que CH 

^fcpréfente l'efpace que la force ,Speut faire 

■■écrire dans une féconde y au même mo- 

*piie que ci-defTus; alors concevant la for- 

^'Ce BG y appliquée en C fuivant CG ^ & re- 

tc^préfentée par C/C ; du concours de cette 

ï'f* force avec la force S , il rdfultera un effort 

'^^ unique repréfenté par la diagonale CN du 

^' parallélogramme CHNK. Cette force tîen- 

o dra donc lieu de la force S Sx. de la force 

^ CK ou £G; elle tiendra donc lieu des quatre 

J forces P,^,RyS: elle efl donc la rélul- 

4 tante de ces quatre forces. 

\ On voit donc par- là, qu'on pert toujours, 

& comment on peut réduire à une feule 

force, tant de forces que l'on voudra, lorf- 

qu'elles font dirigées dans un même plan. 

l'^O, Cet exemple fait voir en même 

temps , comment on peut , à une feule force, 

en fubftituer tant d'autres que l'on voudra ; 

£c quelles conditions ces autres doivent 

avoir. 

Par exemple ( Fi^. 62 ) au lieu de la force 
unique BG , ou peut , en formant un parallé- 
logramme quelconque EFGM , dont IG 
foit la diagonale , prendre deux forces 
lepréfemées par £f & £A/, Ec comme 
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on peut fuppofer chacune de ces deux forces 
appliquées à tel point de leur direction que 
Ton voudra , on peut tranfporter BA'l en Jjl, 
le peint ^ étant à telle diftance qu'on vou' 
dra de B , & former fur yjlun autre parai- 
Idlogramme quelconque ^£/0 ; alors on 
peut fubftituer à la force j4J, deux forces rc- 
préfentées par ^£ & y^D ; enforte qu'à la 
force unique BG , on aura fubftitué les trois 
forces BF, AE, yî D qui produiront le mÊ- 
ine effet que celle-là. 

231. Remarquons que puifqu'il n'y a 
d'autre condition pour déterminer les forces 
\/^D , AE i fmon qu'elles foient exprimées 
parles côtés AD j AE du parallélogramme 
^DIE dont AI feroit la diagonale , ce qui 
peut avoir lieu d'une infinité de manières , 
îbit que le parallélogramme A DIE foit dans 
le plan du parallélogramme TBMG , ou 
■qu'il foit dans tout autre plan ; on peut dé- 
compofer une force quelconque EG , en 
tant d'autres qu'on voudra , & qui foienc, 
dans tels plans qu'on voudra. 

Nous verrons pat la fuite , l'ufage de ces 
conipofitions & décompofitions de forces. 

2^2, On voit , par l'exemple de décom- 
pofition que nous venons de donner , qu'on, 
peut affujettir, fi on le veut, quelques-unes 
des forces à paffer par certains points don- 
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liés l & même à écre d'une grandeur déter- 
minée i à être parallèles à certaines lignes 
données ; en un mot , à fatisfaire à certai- 
nes conditions données. Par exemple , fi l'on 
avoir une force repréfentée par la ligne /^B 
{ Fig. d3 ), & qu'on voulût fubftituer à 
cette force, deux autres dont l'une paffât 
par un point donnée , fût parallèle a une 
ligne donnée de pofition ST^ & fût en même 
temps d'une certaine grandeur SK j c'eft-à- 
dire, telle qu'elle pût faire décrire SK à un 
mobile, dans le même temps que la force 
repréfentée par AB , feioit décrire au même 
mobile la ligne /^B ; voici comment on fa- 
tisferoit à cette queftion , d'après les princi- 
pes précédents. 

Par le point 0, on mènerait 0^ parallèle 
Si STf & qui xenconcreroit AB en quelque 
point l^. On prendroit F'K=SK. , & ^"^= 
j^B i alors menant fi^, on lui meneroJt pat 
point le (^ j la parallèle l^H , que l'on ter- 
mineroit en H , par la ligne Q/:/ parallèle 
à ^K i l^B feroit la force demandée , & 
l^H feroit celle qui , conjointement avec 
FR , tiendroit lieu de ^ Q ou de AB. 

La folution que nous donnons , ne cefFe 
d'avoir lieu , que lorfque la ligne ST eft pa- 
rallèle à AB., mais on verra dans peu, ce qu'il 
7 a à faire dans ce casr 

5 îv 
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2 3 3 • Remarquons que puîfque les c 
forces compofantesP & Q (Fig. j 8 & j p) étad 
repréfentées par les deux côtés MD , Ml 
du parallélogramme DMBL , leur réfultan-i 
te doit néceiTairement être repréfentée paP 
la diagonale A/£ du même parallélogramme, 
on a , en nommant R ceire réfultante , P : 
R : : MD : ME, te p:R : : MH : ME,, 
c'eft-à-dJre, P -. Q • R: : MD : MB , MEl 
ou ( à caufe que AiD=BE }: : BE : MB ; 
ME. Or dans le triangle MBE , on a {Géoni 
2PP )BE:MB: ME : fm BME : fin BEA " 
fin MBE ; ou à caufe des parallèles BE & 
MD qui donnent l'angle BEM=DME, & 
l'angle MBE fupplément de BMD , & par 
conféquent(G(?W. 27;)jî?ïAfB£=7înBA/Z), 
onzBE:MB:ME: -fm BME : fin DMEi 
fin BMD ; donc P : ^: R : : fin BME: fin 
DME -.fin BMD ; où l'on voit que fi l'on 
fuppofe la force P exprimée par fin BME, 
!a force Q le fera par fin DME ; la force R. 
le itra par fm BMD ; c'eft-à-dire , que 
deux forces compofatites & leur réfultante , feu- 
vent toujours être repréfentées , chacune , far le I 
JÏBBJ de C angle compris entre les àtreSiions desX 
deux autres. j 

Ainfi , on peut employer indiffère m menu 
pour repréfenter les forces , ou des iignfl 
prifes fur leurs diredions , ou les finus dq 
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igles compris entre leurs directions, pour- 
qu'on prenne pour chacune, le finus de 
angle compris entre les direâions des deux 
autres. 

Cette dernière manière d'exprimer les 
forces, a auiïi fes avantages particuliers, 
comme nous le verrons par la fuite. 

2 34- Si du point M comme centre 
ifig. 6'4 & (Sj ), & d'un rayon quelcon- 
" e ME' on décrit l'arc de cercle HE'G 

j'ui rencontre en G & H les dire£tions , pro- 
longées , des forces P & Q i fie que du point £' 
on mené £'F>£'/perpendiculaires fur MDy 
MB; & du point H, HL perpendiculaire 
fur MD. II eft facile de voir que E'f , E'I , 
HL , font refpedivement les finus des angles 
DME , BME 6i:BMD;onAdoncP : Q: R:: 
£' I : E'F : HL. 

3 3 5' Concevons maintenant que les di- 
reflions des deux forces P ai ^ { Fig. 66 & 
6"] ) , paflant conftamment par deux points 
fixes K Se N, leur point de concours M s'é- 
iôigne de plus en plus ; ii eft vifible que les 
finus * des angles BME, DME & BMD 
approcheront , de plus en plus , de fe con- 
fondre avec les arcs E'H , E'G ^ GH ■, donc 
fi le point jW s'éloigne à l'infini, ET , E'I 

"IlfautrerappellerCG^om. ■ obius, eft le m cm e que celui 

17Ï ) ^DC Is £iius d'un nngle I de fon fiipplémenc. 
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6c HL fe trouvent tous appliqués fur Tard 
GH qui devient une ligne droite perpendi-l 
culaire aux deux lignes MK & MN , qui 
pour lors font paralelles entr'elles & à id 
ligne ME; & puifqu'on a toujours P : Qa 
R ::£'!: E'i : HL ; HL devenant alors 
tîgaleà£'/H-£'/(F(;^. 66) &c=E'l-~ L'Éi 
i H^. (S? ) , il s'enfuit que lorfque deux forceÀ 
P &Q { Fig. 68 ^ 6ç ) ont des direélionÀ 
para/le/es , i ". ùar réfuhante leur ejî paralleleM 
a°. Que fi on tire «ne lïj^ne FI perpendiculairm 
à ces direâliom , chacune d'j ces forces eJî re- 
préfente'e par la partie de cette perpendiculaire , 
comprife entre les direHïons des deux autres. 
^°. 1 a réfttltante efl égale à la fomme des deux 
tompofantes , lorfaue celUs-ci agijfent dans un 
même fens ; & égale à Lur différence, lorfqu' el- 
les agijfent en fens contrai: es. 

a 3 6 . Puifque l'on a ( F<^. (58 & dTp ) P : Ç : 
Ti::EI:FE:EI, on a donc P -.Q:: EIiFE 
ËcP :R: : El : FI , c'eÛ-à-dire , que , d.s 
deux compofantcs parallèles , & leur réfultante , 
deux quelconques ,fom toujours entr^elles récipro- 
quement comme les 'deux perpendiculaires menées ■■ 
fur leur direâion, d un même point pris fur la.J 
àireBion de la troificme. i 

2 37' Si l'on tire arbitrairement la ligne 
'ABC, on aura ( Géom. \02 ) BC : AB \ 
■AC::El:FE: FI. On aura donc auffi Pi 
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:R::BC:AB:âC; c'eft-à-dire , qu'en 
général , fi l'on coupe la direBions àe deux 
forces parallèles j & de leur réfultante , par 
uns ligne droite menée comme on le voudra , 
chacune de ces forces peut toujours être repré- 
femée par la partie de cène droite y comprife 
entre les direâîîons des deux autres. 

238- De-là il eft aifé de conclure com- 
ment on doit s'y prendre pour trouver la 
kéfultante de plufieurs forces parallèles ; & 
éciproquement , pour fubftltuer à une force 
I quelconque , tant d'autres forces parallèles 
que l'on voudra. 

Par exemple , s'agit-il de réduire à une 
feule, les deux forces P & ^ ( Fijr. 6S ) qui 
agiffentdans le mêmefens? Je mené la ligne 
quelconque j^BC : la réfultante R doit Être 
égale à P -f- Q (255) ; il ne s'agit donc que 
de trouver le point B , par où elle doit paf- 
fer. Or(2î7 )ona^: ^: : £C:y^C;c'eft. 
à-dire P:P-i-Q::BC: JC; il faudra donc 
prendre entre les deux points ji & C, un 
point B tel que l'on ait BC:= - / . 

Si les deux forces agjfTent en fens con- 
traires ( lîg. 69) , la réfultante fera égale à 
leur différence {2 5 î) » c'eft à-dire , fera F— Ç , 
ou Q — P. Suppofons P plus grand que Q, 
Ayant tiré arbitrairement la ligne y^C, U fau- 
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dra la prolonger au-delà de ^ par rapport à ( 
d'une quantité j4B , telle que l'on zit P:R : 
£C: AC (2î7) , ou P : P— y i : BC: ^C; c'eft- 
à-dire , qu'il faudra prendre BC ^ — 'p_Q 

Si Q étoit plus grand que P, le point 
feroit fur le prolongement de AC ^ au-delà 
de C par rapport à A. 

239.51 l'on avoit une troîfieme forci 
K ( i'v^. 70 ) ; alors , après avoir trouva Ij 
réfultante /{ des deux forces P & Ç , or 
chercheroit la réfulcante ^ des deux forcei 
ii&K, comme s'il n'y avoit eu que ces 
deux-ci; c'efl-à-dîre , précifément commi 
on vient de l'enfeigner dans l'article précé- 
dent. 

240. Donc réciproquement , fi l'oi 
vouloit décompofer une force quelconque 
iî , en deux autres qui lui fuffenc parallèles 
( F(ç 68 & 69 ) on prendroit arbitraire' 
ment une ligne PP parallèle à la diredtion de 
la force K ; & ayant pris cette ligne pour la 
direflion de l'une des compofantes, on pren- 
dra arbitrairement pour la valeur de cette 
compofante , une quantité quelconque ? 
plus petite que R , fi l'on, veut que les deuxj 
compcfantes agifTcnt de part & d'autre di 
la force K ; alors la féconde compofante 
que j'appelle Q, doit être égale à iî— P 
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& pour avoir fa pofitionj il ne s agit plus que 
de mener la ligne quelconque CB/î , & de 
prendre fur le prolongement de y^B , la 
partie BC telle que Ton ait Q: P : : AB : 
CE\ fi par le point C on mena QC parallèle 
à HE , ce fera la direction de la force Q. 

Mais fi l'on veut que les deux compo- 
fantes foient d'un même côté, auquel cas 
elles doivent agir en iens contraires ; alors 
on peut prendre pour P j une quantité quel- 
conque , plus grande ou plus petite que/î, 
& qui dans le premier cas agiffe dans le 
même fens que /î, &en fens contraire dans le 
fécond cas. Ayant pris uii£ ligne /*F paral- 
lèle à RB j pour la diredion de P , on pren- 
dra fur la ligne quelconque BAC j le point 
Cde manière que l'on ait P — Ro\xR- — P \ 
tii : : yfB : AC : le point Cfera celui par où 
Idûit pafler la force Ç parallèle à la force don- 
I née Â : & ce point C fera au-delà de A par 
liapport à 5 , fi >* eft plus grand que R ; au 
l contraire , fi f eft plus petit que A, il fera 
[entre A en B. 

2 4l- Ce que nous difons ici de la force 
, à l'égard de fes compofantes P & Ç , 
pouvant évidemment s'appliquer à chacune 
de ces deux-ci , on voit donc comment on 
peutfubflituer à une force quelconque, tant 
d'autres forces que Ion voudra, dont les 
diredions foient pacalleles. 

I i 
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Des moments , & de' leurs u figes poui 

la compojitlon & la dccompofLtion 

des forces. 

1^1. Ce que nous venons de dire , fuP» 
fit pour compofer & décompofer les forces, 
quelques diredions & quelques valeurs qu el* 
les aient, pourvu qu'elles agiiTent dans un 
même plan. Mais les différentes fortes de 
mouvements que nous aurons à confidérer, 
exigent des moyens plus fimpies & plus ex- 
péditifs pour déterminer ta réfultance des 
forces , ôc fa dirq^ion : nous allons nous en 
occuper a£tuellement. 

2 43''^' '^'"w point quelconque F ( Fig. 7 1 
& 72 ) pris dans le plan d'un parallélogramme' 
tjr'elcoHque ABCD , on mené tes lignes l- E , FH , 
FG perpendiculaires fur les cotés comigiis AB , 
AD & la diagonale ÀC ; lafomme des produits 
de chai^ue perpendiculaire , par le cêtéfur lequel 
elle tombe ,fera égale au.produit de la diagonale 
par la perpendiculaire qui tombe fur elle , lorfqi 
le pmitF{ Fig. 71 ) ne fera ni dans l'angle 
BÂD , ni dans fon oppofé au fommet. Au con- 
traire ( Fig. J2.) , fi le point F ejl dans l'angle 
BAD, ou dans fon oppcfé au fommet , ce fera 
la différence des produits de chaque perpndicu- 
laire, par le cêtéfur lequel elle tombe ^ ^uijèrd' 
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vak au produit de la diagonale par la psrpen* 
dicitlaire qui tombe fur ctie diagonale. 

Prolongeons le côté BC jufqu'à ce qu'il 
rencontre en i,la perpendiculaire FHi me- 
nons les lignes F^ , FB, FC , FD. Le trian- 
gle fWC {Fig. 71 ) eu = FJB ~h ABC -4- 
FBC = FAB -h ADC -h FBC. Or, 1". le 
triangle f/^C = ^î^^^. 2". Le triangle 

FâB = . 3". Le triangle ADC ayant 

AD pour bafe j & IH pour hauteur , eft =^ 

— - — . 4.. Le triangle IBC = =ï 

■4PxFr ^ . AC xFG -^s '^ P^ _j_ - ^Px/H 

1^-"- or IH-i- FI ^ FH; donc^ & en 
doublant tout, on a y^CxfG = v^Bx F£-h; 
^/) X FH. 

Dans la F/>. 71 , le triangle K/^C => 
v^£C— F^B — F BC= ADC— FAB — FBC; 

— ^^ — ; ou { en faifant attention que£C=s 
y^b , & que IH — FI= FH, & en dou- 
blant tout ) on a ^C X FG = AD >^FH^^ 
AB X FE. 

a 44- Puifque nous avons démoatié ci* 
defîus , que deux forces quelconques , ÔC 
leur réfultante , peuvent être repréfentées 




parles côtés & la diagontle d'un parall^M 



gramme 
cluons 



formé (ui leui's direâions ; coi| 



donc que fi /* fie ^ ( Fîg. 71 6c 72 J 
fonr deux forces repréfentées par les lignes 
^B , AD , auquel cas leur réfultante R ferai 
repréfentée par AC-, concluons, dis-je, qucï 
fi l'on prend hors de l'angle BAD & de foii 
oppofé au fommet , un point quelconque F, 
dans le plan de ces trois forces, on aurî 
toujours Ry^FG=qx FH-\~ P H FE ; à 
que lorfque le point F fera pris dans l'angli 
BAD ou dans fon oppofé au fommet, 
aura toujours K x FG == ^ x FH — P xT 

2 4 5- Le produit d'une force pav la d 
tance de fa diredion à un point fixe, < 
ce quon appelle le moment de cette fore 
Ainfi Q X FH, eil le moment de la forcj 
Q, R X FG, eft le moment de la force J 

346. Comme les forces s'efliment { 1 8 
par la quantité de mouvement, c'cft-à-dire, 
par le produit d'une nialTe déterminée , i 
tîpliée parla vïtefle qu'elles fontcapables c 
communiquer à cette maffe ; le momert 
d'une force quelconque, adonc pour valeur J 
le produit d'une malTe , par fa wlteK^ j 
& par ladiftance de fadireâion à un poin 
fixe. 

2^7. Si on conçoit que les perpendi- 
culaires FH, FG J FE f foient des lignes in-J 
flexibleai 
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pScxibles & fans maffe, liées entr'elles fie 
fixées au point F de manière à ne pouvoir 
<îue tourner autour de ce point, 6c que les 
forces jP, ^ & !eurréfultante/f , foîent ap- 
pliquées aux extrémités H^ H, G j on voie 
que ( fix- 71 ) ces trois forces tendenc 
toutes à faire tourner le fyiïême dans un mê- 
me fens autour du point F; ôc{Fig. 7a ) les 
deux forces Q & R tendent à faire tournée 
le fyftême dans un fens différent de celui fe-i 
Ion lequel h force P tend à le faire tourner. 

On peut donc dire que le mcmeni de ia 
réfuhante , pris par rapport à un point fixe quel~ 
c^nrfHeF ,eji toujours égala Jafommccuâ la 
différence des moments des deux cotnpo/ames ^ 
Jelon me celles-ci tendent â faire tourner dans 
un même fens j ou dans des fens oppofés, aatQur, 
de ce point fixe. 

348. De-là on peut conclure en gé- 
tléral, que quelque nombre de for ces V, Q, 
Sy T, &c. (Fig. 7î) f«f ''"tt ait; quelques 
grandeurs , & quelques direSîions qu'elles aient, 
pourvu qu'elles foient toutes dans un même plan; 
le moment de la réfuliame de toutes ces forces , 
pris par rapporta tel point F qu'on voudra y 
jitué dans ce plant fera toujours égal à la fem- 
me des momems des forces qui tendent à faire 
tourner dans un fens autour de ce point , moins 
lafomme des moments de celles qui tendent à f ai* 
fe tourner en fens comraire»^ X 
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En effet i fi l'on fuppofe que r foit la r 
fultante des deux forces P & ^_ dïrigëes ÙÂ 
vant ^PecEdi/ celle de r &' de S qui a J 
fuivant GS; & enfin R celle de r' & d^ 
qui agit fuivant DT; que l'on fuppofe, i 
plus , que m repréfente le moment de r; n& 
celui de /. Alors en abaifîant les perpendi"» 
culaires F^, FE, fG, FDj EB fur les com-« 
pofantes P, Q, 5", T& leur réfultante fi y chj 
aura \°. m = P-K^E-^^xEf. -z^ n^=i 
SxFG. 3". RxFB = ffï'— Tx FD; donc ajoi 
tant ces trois équations, & détruifant le 
quantités femblables qui fe trouveront dan; 
chaque membre, on aura Rx FB=Px/iF-^ 
Q X £F— 5" X FG—Tx FD ; où l'on voit qy 
les moments des deux forces T & 5 qi 
tendent à faire tourner de droite à gaucha 
font, en effet, de ligne contraire à ceux de 
forces P & ^, qui tendent à faire tournt 
de gauche à droite. 

a 4 9 • Si le point F étoit fur la direûlc 
même de la léfultante, le moment de cett 
force feroit alors zéto; donc puifqu'il 1 
égal à la fomme des momens des forces qi 
tendent à faire tourner dans un fens, moin 
la fomme de celles qui tendent à faire tour 
ner en fens contraire, il faut en conclu 
que la différence de ces deux fommes d 
momens pris pat rapport à un point quej^ 
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nqne de la .réfultante, çfl zéro. 
i.Et réciproquement^ lafimme des morne n 
j)lufuurs força quitenàent à fatre tourner ait' 
W d'un point , moins la femme des mom nts de 
files ^HÏ tendent à faire tourner nfens contraire 
aour de ce -même point, efi zéro ,• dfattt ea ctm- 
ure cjue la réfutante paJJ'e par ce po'im. 
1 5 O. Puifque ces pTopoficîons font gé- 
néralement vraies, quelques angles qucfo> 
ment entr'elles les directions desforces, -el- 
les le font doncaufll, lorqueJes forces for- 
ment entr'elles des angles infiniment pe- 
tits, ou, ce qui revient au même, lorfque 
les direûions des forces font parallèles en-. 
Itr'elles. 

2 5" I . De-Ià il eft aifé de déduire une mé- 
ikode fort fimple pour avoir la polîtion âc 
ïa grandeur de la réfultante de tant de forces 
«jue l'on voudra, lorfqu'elles a^ilTent toutcir 
dans un même plan. 

Suppofons d'abord qu'elles fonttoutes pa- 
rallèles entr'elles, & pour ne point compii-( 
quer inutilement cette recherche , fuppo- 
fons qu'il n'y ait que trois forces ; il fera fa- 
cile d'en conclure ce qu'on doit faire pouc 
un plus grand nombre. 

Soient donc trois forces connues P , OjS 
( Tig. 7^) , dont les deux premières agiffenc 
fuivanc ^P, B^, & la dernière agit fuivaac , 
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es. Ayant tiré arbitrairement une ligne quel 
Conque F/iBC perpendiculaire aux direc- 
tions AP j EQ , &c. on imaginera que le 
point D eft celui par où doit paffetla réful- 
tante R. Alors ayant pris arbitrairement un 
point F fur F ABC, on aura, fuivant ce qui 
précède, Pxy^F-hOxBF— 5xCf=iî x £)f; 
Or les diftances Ai j FB , FC Sx. les forces 
IP, Qj tétant connues, il feroit très-facil 
de tirer de cette équation la valeur de I 
idiftance DF à laquelle paffe la réfultante , | 
la valeur de cette réfultante R étoit connm 
[Voyons donc qu'elle eft la valeur de ceti 
réfultante. 

Prenons un autre point F fur le proloi 
gement de AFi le même principe nous don 
nera P >c AF'-^Qx BP—SxCf'=R>z DÉ 
[Or Cl de cette féconde équation , on re 
tranche la première , Ûc qu'on faffe attentic^ 
jque/^F— ^F=FF, BF~-BF=FP, CP^ 
€F=FF', DF — DF=FP, on aura P: 
■FP~^Qic'FP~SxFP=^RxFFi e'eft-à 
dire, en divifant tout pat FF', P-hQ- 

Mais fi l'on fait attention au raifonne met 
■que nous venons de faire, il eft facile ie voif 
quil'ne dépend nullement du nombre def 
forces i mais qu'il eft applicable quelque foit^ 
Is nombre de ces forces. On doit donc con-ï' 
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Mblure. engdnéralj que /a réfaltante de îant àè 
forces parallèles que Ion voudra, eji égale à la 
femme de celles qui agijjëm dam anfens, moins 
lafomme de celles qui agijfem dans unfens con-* 
traire. 

Si dans l'équation P x y?F-f- Q x BF — - 
SxCF=RxDFi trouvée d'abord, on 
met pour R fa valeur Ph-Q— 5" que nous 
venons de trouver j on aura Px^F~i-Qx 
BF~SxCF={P-hQ — S)xDF;d'oh IW 

tire D ^=- j^r^zTs ; dou, & 

ayant égard à ce que le raifonnement par 
lequel nous parvenons à ce réfultat , ne 
dépend pas dunombre des forces, on con- 
clura généralement, que pour Javoir à quelle 
difiame d'un point donné, pajfe la réfultante de 
plujieurs forces parallèles ; il faut ^ de lafomme 
des moments des forces qui tendent â faire tour-* 
ner dans unfens, retrancher lafomme des nta-^ 
tnents des forces qui tendent à faire tourner dans, 
unfens oppofé, & divifer lerejîe par la fommt 
des forces qui a^ijfent daits un fens , moins lit 
fimme de celles qui agirent enfens contraire *. 

ftwcesquiagiffentdansdEsrers I dam lemêmeren!;ecla<fépcnii 
oppofîi, avec celles qui len- | iu poini reladvemeni au(]ii(l 
dent à ^ite tourner dans des \ on con(îderelaror3tion,oule& 
fèns oppoict. Deux force? qui [ motnents. Pat exemple, le» 
■gainent duiidesfênsoppofci, { deux forcei Q te S {Fig.r^^ 

Xi4 
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a y :2. Si le point F, qoe l'on a pris t 
fcord arbitrairement, fe trouvoit avoir été 
pris fur le point D même, par lequel pafT^ 
la force réfultante ; alors la diftance Df^ 
étant zéro, fa valeur.. 



Fx.iP-i-QxBF-Sy^CS! 



iqtti devient" 



FxAD~hQy$D-SxCD 



( parce que I 



ia force P tend à faire tourner autour du 
point D en fens contraire de la force 0^ fe- 
joit zéro; on auroit donc — ■ PxAD-^Q_>i 
BD — SxCD=o; & comme le point F que 
Von avait pris d'abord arbitrairement, pou- 
Toit être plus haut o» plus bas félon qu'on 
auroit voulu, enforte que le point D n'eft 
pas cenfé erre plutôt fur un point de la direo 
tion de ia réfultante Ry que fur tout autre 
yoint de la même diretlion, il s'enfuit gé-« 
néralementque tes moments de piufteurs forces 
forallehi pris par rapport â un point quelconque 
àe la direâlion de la réftthante,fetjî te/s que la 
fomrne dfs moments des forces aut tendent à faire 
tourner dans un fens , efi toujours égale à lafom~ 
me des moments de celles qui tendent à faire tour- 
ner en fens contraire. 



SgifTfnten (fnsoppofïs ; mais 
*lles tenàent toutes dfux à fai- 
re tourner la ligne BC dans un 
même fens ,aiirour d'un point 
priî entre B & C; & fi on con- 



(TJere ?a rotaiîon , par rapport 
au poiniF, laforceQ t-ad i 
faire tourner CF, en fens con- 
traire àe ce que tend à aire la 
force S. 
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|r 2 J 3 • Donc , en prenant avec des fignea 
contraires les moments des forces qui ten- 
dent à faire tourner dans des fens oppofés, 
& prenant aufli , avec des lignes contraires , 
les forces qui agiffent dans des fens oppofés , 
on peut dire généralement i". que la réjui- 
tantede tant de forces parallèles que Pon -voudra^ 
efî toujours égale à la femme âe toutes ces forces, 
2,°. Que cette réfultante , qui leur ejî parallèle, 
pajfe par une fuite de points dont chacun a cette 
propriété' f que la fominedes moments par rapport 
à ce point) eji zéro. 

Nous ferons le plus grand ufage de ces 
principes, 6c nous verrons da'ns peu, avec 
quelle facilité on en déduit la pofîtion du 
centre de gravité des corps. PafTons aux 
forces dont les direûions font des angles 
entr'elles. 

î54* Soient donc ( Vig. 75 ) tant de 
forces P j ^,Sj &c. que Ton voudra, tou- 
tes dirigées dans un même plan. Que la 
force Pagiffant fuivant ^Z-*, foit repréfentéc 
paryi'B; la force Ç^, agiflant fuivant £^, 
îbit repréfentée par EG ; la force J", agif- 
fant fuivant ÏS foit repréfentée par ÎL. Pat 
un point T pris arbitrairement dans le plaa ^ 
de ces forces, concevons deux droites in- ^ 
^ définies TE' , TE" faifant entr'elles un angl» 
^quelconque, (que pour plus de fimpUcic4 
■ Xiv 
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nous ruppoferons droit); & concevons îe 
forces FfQ,SiO\x AB, EGyiL, décompo' 
fées, chacune, en deux autres, dont Punfl 
foie parallèle à la ligneTÈ'; & l'autre paral- 
lèle à la ligne Té", & qui par conféquenC 
<22î ) doivent être repréfentées, chacune* 
far le côté correfpondant du paralléio-* 
gramme dont la diagonale reprdfente 1% 
force principale. Il eft clair, parce qui prér 
cede{2ji), que les forces^/?, £/■, IM*. 
étant parallèles , auront pour réfultante una 
force unique f^O qui leur fera parallèle j 
dont la valeur fera W£) -+- £F — IM , & qin 
faffera à une diftance f^F' , telle qua 

1,^, ^ ADxÂA'-+- EFxEE'-IAJxn' 
AD-i- EF-SM * 

Pareillement, les forces AC,EH, IKip^, 
iralleles à TE" fe réduiront toutes à une 
feule f'^ii'' qui leur fera parallèle, qui fera 
^gale à AC-^EH-hlKy ôc qui (en fuppo 
fant que ^foit le point ou la diredion di 
.cette force, rencontre celTe de la force 



• Ne perdons pas de Tce ce 
iqtie nous avons dit (114). 
far cène expreflion letforcet 
;^B,EG,&c. nous entendons 
•jne les lignes AB,EG, &e. 
font entt'el!es comme les 
^nantîtes de mouvement cjue 
tes forces P, g, &c. peu- 
vent piodoîie dans lei maffct 



auxqueUes elles font appli- 
<iuies. lien eftde mémo d 
forces vID, EF,ac;noiisçi 
tendons des quantiiéf démo 
rement oui fynt aux qiwni 
tés de mouvemcnc reprélen- 
tées par A8 , EG , c 
ADScEF font z AB Sc Ei 
nfpeâivcmEM» 
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^P^) pafîera à une diftance y/^", telle que 

, j^r^„^_AC>iAA" -i-EH X EE'-t-IS xll" 

Âc+EH-t-Tic ■ 

Celapofé, les forces P, Ç, 5'&leursdi- 
reflions , ( c'eft-à-dire , les angles qu'elles 
font avec des lignes fixes & connues, telles 
que TE' 6c TE", ou avec leurs parallèles) 
étant fuppofées connues, on connoît dans 
chacun des triangles BAD y GEF, IKL, 
l'hypothénufe & les angles j il fera donc 
aife' de déterminer les lignes AD, EF, KL 
ou IM, &les lignes BD ouACy FGouEH, 
& /K; par-là on connoîtra les valeurs des 
deux réfulrantes AD-t-EF—IM, & AC-^ 
£H-+-//C. D'ailleurs comme on ne peut man- 
quer de connoître les diftances AA'j AA"i 
ÈE' y EE", &c. puifqu'on ne peut ignorer la 
pofition des points A jE,où l'on fuppofe lea 
forces appliquées, on connoît donc toutes 
les quantités qui entrent dans l'expreflioa 
des diftances K/^'& Z^/-^'. Il fera donc fa- 
cile de déterminer le point f^, où fe rencon- 
trent ces deux forces réfultantes. Prenant 
donc yO = AD-^ EF— IM, & FN^, 
AC-i-EH-i-IK , & formant le parallélogram- 
me QVNX ■, on aura la diagonale VX pour 
la réfultante K des deux réfultantes paral- 
lèles à TE' & TE" , c'eft-à-dire, pour la ré- 
fultante dq toutes les forces propofées^ 
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Des forces qui agijjent dans des phu 
différents, 

25 5- Soient trois forces P, Q, S {F'ig 
76) dirigées fuivanc les lignes y^P, BQi 
C5 parallèles entr'elles, mais fituées danj 
diflPérents plans. 

Concevons un plan X2^ auquel les trois 
droites JP , BQ , CS foient perpendiculaires , 
& un autre plan Z^auxquelles elles foienc, 
parallèles : que^, B, Cfoïentïes points oùt 
ces lignes rencontrent le plan XZ. 

Les deux forces P &5font dans un même- 
plan dont l'interfedion avec le plan XZ y 
efl la droite yfC. Ces deux forces peuvent 
donc être réduites à une feule R'=P~y-S ^ 
qui leur folt paralieJe, & qui pafTera par ua 
point -Djtel que(2y2) l'on aura P x ^/l 
!=SxCD. 

Les deux forces R' & Q font dans um 
même plan dont l'interfeÉlion avec le plan 
XZ f eft BDi elles peuvent donc être ré- 
duites a une feule R qui fera égale à i{'-+-(^ ^ 
c'eft-à-dire> =^P-t-S-i- Q, qui leur fera 
parallèle, & qui paffera par un point E , tet 
que Ton aura R'xDE=^^xBE. D'où, & di 
ce qui a dit été ci-devant, il eft aifé de con- 
clure, en général, que tant de forces eftO^ 
l'on voadraf dont Us dtre&ioosfont faralldes^ 
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rêàuifem toujcan à ane feule égale à la 

ie de ceîlei qui agijjem dam ttn fens 

s la fomme de celles qui agiJJem en /eut 

hntrairei & cela, fait qu'elles /oient toutes 

tans unm'me planyjhit qu^ elles foitnt dansdes 

^ans différents 

Voyons mainrenantplus particulièrement 
comment on détermine par où paffe cette 
réfuitante. 

Si des points y^, D , C,B, E on mené 
les lignes ^yJ'y DD' , CC , BB' , EL' per- 
pendiculaires fur ï'interfe£tion commune des 
deux plans XZ & Z/^; à caufe des parallè- 
les ylA', DD', ce, on aura ^D : CD:-. 
A'D' : C'D'\ or l'équation ? ^AD = SxCD 
que nous venons de trouver, donne yîD : 
CD::S:P i donc Â'D' : CD' : : S: P &c 
par conféquent !y.A'D'=Sy.CD'. 

Pareillement, les parallèles DD' , EE\ 
££' donnent DE : B£ : : D'E' E'E'; or l'é- 
quation R'%DE=Qy.BE , que nous avon» 
pareillement trouvée ci-delTus, donne DE: 
BE::Q:R'; donc D'E' : B'L' ::Q:R':: 
Q: P-+-S; donc (P-hS) x D'E' = Qx B'E', 
Prenons maintenant dans l'interfcGion 
^Tdesdeux plans, un point fixe T, & cher- 
chons la diftance TE' de ce point, au poinc 
£' qui correfpond au point E par lequel pafle 
la réfuitante. II. eft clair que A'D'^aTD'm 
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TA% CD'=TC—TD', D'E'=TE'^T1 
B'E' = TB' — TE'. Subflituons ces valeurs 
dans les deux équations Py.A'D'=SxC'D' 
i£.iP-hS)xD'E' = Q-xB'E' , nous auronj 
fxTD'~PxTyi'=SxTC — SxTD', & 
(P-t-5)xT£'— (F+5)T£)'=^xT£'- 
ÇxTE'. Or, de ces deux équations, ïa pre- 
mière donne (PH--S) TD'=PxTA'- 
SxTC; fubftituant cette valeur dans la U 
conde, on a ( P-hS)xTE'—P xT.S'- 
SxTC^^QxTB' ~ QxTE' ; raflemblai 
donc tous les termes multipliés par T/,' 
on am^{P-+-Q'^- S )xTt' = PxTA' 
QxTB' -+- Sx ra. D'où l'on tire TE' 

P X TA' -i- Q xTB' -t- SxTC 

Or cette exprelTlon de la diflance TE', 
précifémcnt celle que l'on auroit pour tn 
ver la diflance à laquelle pafferoit la fon 
lélultante , fi les trois forces F, ^ , 5", étoiej 
toutes trois dans le plan Zl^, & pafToiei 
par les points ^', C, fî', correfpondanti 
aux points ^,0, B par lefquels elles pafTei 
I réellement. Donc fi l'on conçoit la droii 
F TA" perpendiculaire au plan Zf^, on troi 
vera la diflance TE' delà réfultante Z, 
cette droite, en prenant la fomme des me 
menis * à l'égard de cette droite , comme 

' Il faut obfeiver ici , & pour li- fuite j que jpar le mot genc>- 
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butes les forces, fans changer de diftance 

kcette même droite , étoient toutes dans le 

an Z^ auquel elle eft perpendiculaire; Ôc 

tvifant cette femme de moments par la 

pmme des forces. 
11 ne refle donc plus» pour fixer le point 

t, que de connoitre la diftance ££', ou, 
^n menant ££" parallèle à ZT) la diftance 
■£" à laquelle cette même force pafle , à 
'_;ard de ZT. Or il eft: clair, d'après ce 
que nous venons de dire fur la diftance T£', 
que pour avoir la diftance TJl" j il fauc 
de même , concevoir un plan paffant pat 
^r, & parallèle aux direâions des forces; 
prendre la fomme des moments à l'égard de 
TZ qui eft finterfetlion de ce plan avec le 
plan Zf^-j prendre, dis- je, la fomme des 
moments à l'égard de TZ , comme fi toutes 
les forces fans changer de diftance au plaa 
Z(^, étoient toutes dans le plan Xf'':, & divi* 
fer cette fomme de moments , par la fomme 
des forces. Alors on aura tout ce qu'il faut 
pourfixerle point £par où paffe laréfulcante. 



ni fommf dei momenis, on 
doit entendre la romme Jes 
moments des forces, qui ten- 
deni i ^jre tourner dans un 
Tens , moinE la fomme des mo- 
mentsdesfoTceigui tendent i 
fïîie coumei en femopfofê. 



On doîtdemcme,par cemot 
fomme des forces, entendre la 
femme de celles qui agilfeni 
dans un fens, moins la (t-mme 
decelles^ui ii£iirenid4nsrau-< 
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a J 5. Confidérons maintenant les forci 
dont les dire£lions ne font ni dans un mêj 
plan ni parallèles. 

Soient ( Fig. 77 ) P, ^, R trois forcei 
dirigées fuivant les lignes yJP , BQ, CR G.- 
tuées dans des pians différents. Concevoi 
un plan quelconque A'Z, rencontré en Hj 
par ia direûion yJP ; en /■ , par la direttioi 
£Q', & en Z-, par la dire6\ion C!-. Comme 
on peut ( 228 ) fuppofer une force appliquéi 
à tel point ^ue l'on veut de fa direction 
j'imagine ces trois forces appliquées au: 
points f/, F, L, & repréfentées par les \i~, 
gnes Hf^f FTf LK prolongements des li- 
gnes y^P, BQ,CRj au-deffousduplaii A'?j^ 
& ;e fuppofe que ces forces foient repréferv 
tées par les lignes//^, FT, LK. Concevoi 
encore que par les droites /^H, £ F, CX 
on ait mené des plans perpendiculaires ai 
plan XZ, & dont les interférions avec ce- 
lui-ci, foient les droites GHN, ETY, DLM. 
Cela pofé , il eft évident que je puis décom- 
pofer chacune de ces forces en deux autres ,' 
dont l'une foît dans le plan A'Z; & l'autre 
foit perpendiculaire à ce même plan. Par 
exemple, jepuis décompofer la force //^, 
en une force dirigée fuivant F/^, & une au- 
tre force dirigée fuivant HO perpendiculaire 
au plan J<Z. Énforte, qu'auxtrois forces Hf^, 
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î", LK, je puis fubfticuer les fix forces HJV, 

Yj LM, HO f FSj Lly dont les trois pre- 
mières font dans le plan XZ, &les trois der- 
nières font perpendiculaires à ce mâme plan. 
Or on peut, par ce qui a été enfeigné 
(2^4) réduire les trois forces HN, FY ^ LM 
à une feule qui fera auffi dans le plan XZ, 
Et par ce qui vient d'être dit ( 2 j j ) on peut 
réduire les trois forces HO , FSy LJ , à une 
feule, qui fera perpendiculaire au plan^^. 
Donc en général, quelque nombre de forces 
que Ton ait y & quelques dire£lions que ces for- 
ces pmjfcnt avoir ; on peut toujours ies réduire à 
deux tout au plus f Pune dirigée dans un plan 
connut ^ l'autre perpendiculaire à ce plan. 
Quoique la démonftration de cette pro- 
pofition ne paroifle applicable qu'au cas où 
toutes les forces rencontrent le plan XZ 
qu'on a choifi, il eft cependant facile de 
voir qu'elle a généralement lieu. Car fi on 
^conçoit qu'après avoir ainfi réduit à deux , 

putes les forces qui rencontrent ce plan, 
1 vient à en changer la pofition fans ceffer 
rencontrer ces deux réfultantes , on 

ourra toujours lui trouver une pofition pro- 

K~ e à rencontrer les direÊlions de celles qui 
i étoient d'abord parallèles. 
2 57- Il n'en eft donc pas des forces diri- 
gées dans difii^ceats plans j comme de cellcA 



'i°i 



F 

^H qui font toutes dirigées dans un même planjij 

^1 Ceiles-cî peuvent toujours être réduites à j 

^1 une feule, ainfi que nous l'avons vu. MalsJ 

^H celles-là fe rëduîfent à deux , qui ne peuvenci 

^M être réduites à une feule, que dans le cas oà.1 

^M la [éfultante des forces qui agtffent dans iou 

^B' plan XZy renconcreroit celledes forces per-r 

^H pendiculaites au même plan. 
^B 2 5 8-Oi peut donc, par ce moyen» 

^V trouver les deux réfuliantes de tant de for^ 

^M ces que l'on voudra, lorfque ces forces fonfl 

^M dirigées dans des plans dilférents. Mais quoiT 

■ que ce moyen puiffe être utile, dans beau-^ 
H coup de cas, il n'eft cependant pas le plu 
H commode pour la réfoluûon de beaucouj^ 
^1 de queflionsi c'elï pourquoi nous allons t 
^P lenfeigner un autre. 
V Soit donc P ( Ftg. 78 ) l'une quelconquft 

■ des forces propofées, & y^B la ligne qui 
I peut ia repréfenter. Soit X un point fix^ 
K quelconque; XZ, XY^ XT trois droites per^ 
H pendiculaires entre elles. Si fur ^B, corn-, 
W me diagonale, on forme le parallélogrammes 

reciangle ADEC, dont le plan foit perpen-; 
diciriaire au plan YXTf & dont le côté BC 

Ifoit parallèle a XZ ; qu enfuite ÇuxBD com-' 
me diagonale , on forme le parallélogramme 7! 
rectangle DFBE dont le plan foit parallclej 
au plan YXT, & dont les côtés BF , B^ 
foienq 
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foîent parallèles aux droites XT, XY -, U eft 
clair 1°, qu'à la force ^/B, onpeutfubftitueC 
la force BCparallele à A'Z , ou pcrpendicu- 
iaire au plan YKT^ & la forcée BD parallèle 
a ce même plan. 2", Qu'à cette force BD , 
on peut fubflituer la force BE parallèle à 
XYy ou perpendiculaire au plan ZXT, ôc 
la force BF parallèle à XT ou perpendicu- 
laire au plan ZXY^ en forte que la force i* 
ou ylB j fe trouvera ddcompofée en trois 
forces parallèles à trois lignes perpendicu- 
laires entre elles , ou , ce qui revient au mê- 
me , fe trouvera décompofde en trois forces 
perpendiculaires à trois plans qui feront per- 
pendiculaires entre eux. 

Or, ce que nous difons ici de la force P, 
eft évidemment appliquable à tout autre for- 
ce qui ne fera point perpendiculaire à l'un 
de ces trois plans. Donc fi on conçoit tou- 
tes les forces telles que P f ainfi ddcompo- 
fées , & qu'on réduife enfuite à une feule 
par la méthode donnée ( 2jj ) » toutes leà 
forces perpendiculaires au plan ZXT; qu'on 
faffe la même chofe , pour les forces perpen- 
diculaires au plan ZXY\ enfin, la m£me 
chofe , pour les forces perpendiculaires au 
plan YXT i on voit qu'on pourra toujours 
léduire tant de forces qu&l'on voudra , diri- 
gées dans différents plans , à trois fotceî 
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perpendiculaires à trois plans qui feroîen 
perpendiculaires entre eux. 

i>i quelqu'une des forces fe troUvoît pa: 
ralîele à quelqu'une des droites XZ j Xl6 
XTy alors fes compofantes parallèles 
deux autres droites feroient cenfées zérq 

Tels font les principes généraux de 
compoficion & de la décompofition defl 
forces. 

Des Centres de Gravite'. 

0.") ^- Avant que de noiis occuper des efFed 
particuliers que peuvent produire fur les r 
chines , ou en général fur les corps d'un 
iîruiLlure & d'une maru'Àe connue, les força 
dont nous venons de confidérer le"! propria 
tés générales . il faut nous arrêter fur les ceJ 
très de gravité , dont la connoiffance in 
porte beaucoup pour la détermination dJ 
mouvements dont ces machines ou ces corfl 
peuvent être fufceptibles. 

Rappelions - nous , que nous avons 
^202) que les directions fuivantlefquelles fl 
pefanteur agit fur les particules matériellem 
d'un corps , font parallèles ; & que cett 
force tend à communiquer à chaque pard 
de matière , la même vîtelTe dans le mêm 
temps. 

a 60. On appelle Centre de gravité d'usi 
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corps , ou d'un fijlême de corps , ( c'eft-à- 
pire, d'un alTemblage quelconque de corjs) 
le point par où paffe la force réfultante des 
forces particulières donc chaque partie de ce 
fcorps ou de ce fiftême , feroit animde par 
ration naturelle de la pefanteur » dans quel- 
oue fituation qu'on mette ce corps , ou ce 
fiftêine. 
■ Par exemple , fi dans la pofition aftuelle 
du triangle ABC ( Fig. 7p ) la force réfultan- 
te des allions de la pefanteur fur toutes les 
parties de ce triangle, parte par un certaia 
, point G defafurface; & que dans une au- 
tre fituation abc y elle paffe encore par le 
[même point G , ce point G s'appelle le cen- 
litre de gravité. Nous verrons dans peu, que 
■Cette réfultante paffe toujours par le même 
point , dans toutes les lituations poffibles 
idu corps. 

f a 5 1 . La détermination de ce centre eft 
rfacile, après ce que nous avons die fur l'ufa- 
I' ge des moments pour trouver la réfultante 
I de plufieurs forces parallèles. 

En effet, foient My N, P , { Fig. 80 ) 
f tant de corps que l'on voudra , dont ( pour 
ce moment ) nous conlidérerons les raaffes 
comme concentrées aux points B, A ,C que 
nous fuppoferons d'abord dans un même 
plan, Sokp la vîteffe que ia pefanteur ten4 
V l) 
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à imprimer à chacun dans un înflant, &t ( 
(202) eflla même pour chacun. Alors /jxyI 
pxN, py-P ou p M, pJVfpP feront lé 
quantités de mouvement , ou les forces avq 
lefquelles ces cotps tendent à fe mouvog 
fuivant les direâions parallèles C'Cf B"B 
'A" A. Or, fuivant ce que nous avons (' 
(25' i) , pour avoir la pofition de la force r^ 
fultance , il faut prendre la fomme des mo« 
ments à l'égard d'un point qu'.lconqueTprÎT 
fur une ligne perpendiculaire à ces direc- 
tions , & divifer cette fomme , par la fom- 
me des forces ; on aura donc , pour la 
valeur de ladiftanccTG" à laquelh paffe 
cette réfultante , on aura dis 
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fupprimantle facteur commun;?, fe réduit i 

;,_ MxT.,"+N;<7^"-<-Px-iC" „ ^ 

■* ' M-t-N-HP ■ '^^ . 

menant les lignes BB', A A' y CC paralle^ 
les à TG" , & terminées à la verticale 71^; 
imaginant de plus , que le point G pris fur 
la diredion de la réfultante , eft le centre 
que nous cherchons, & menant GG' auffi 
parallèle à TG" , on a TG" = G'G 9 TE" = 
£B\ TA" =- AA' , TC" = CCi doncf 

GG' = ; c eft - a " 

dire, en reflraignantlemot demomfH/j, 1 
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^wntendanc pat ce mot, que le produit de 
ia mafTe d'un corps par fa diftance à une li- 
gne droite. 

La àifiance du centre commun de gravité de 
plufieurs corps , à une ligne droite , fe trouve 
en divijàm la fomme des moments de ces corps * 
( pris par rapport à cette ligne ) par ta fomme 
des majjes. 

Concevons maintenant que Ton renverfe 
le (iftême des corps M, A, P, enforte que 
la ligne TA" qui étoit horizontale > devienne 
verticale i & au contraire pour la ligne TC; 
alors on démontrera de même> que pout 
avoir la diftance de la réfultante > à la ligne 
TA" qui eft alors verticale , il faut prendre 
la fomme des moments à l'égard de TA" y ôc 
divifer cette fomme, par celle des malTes. 
On aura donc, de même , . , , 

GG" = ifznr^rï • °' ^y^"' 

déterminé les dJftances de G aux deux lignes 
fixes & connues TA" & TC , il eft évident 
que la pofition de ce centre eft connue, 
puifquelesdiftancesBfî', Bh",AA',AA"^ 
&c. font connues , attendu qu'on eft maî- 
tre de prendre , par-tout où l'on voudra, le 
point T par où on mené TA' & TC 

2.62. Si les diftances AA"j BB" j &c. 
font chacune zéro ; c'eft-à-dîre , fi tous les. 
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corps font far une même ligne droite Tj^"' 
alors la fomme des moments t par rapport î 
cette droite , eft zéro , donc la dîftance GG" eft^ 
aulfi zéro. Donc fi plajteurs corps, confidéréA 
comme des points , font far une même !' 
firone j leur centre commun de gravité , efi auj^ 
fur cette même ligne droite. 

2 6 3' Si l'on menoit les lignes TA" i TO 
de manière que l'une ou l'autre, ou toutes 
deux , fe troiivaffent avoir des corps dd 
partôc d'autre; alors, au lieu de la fomms 
des moments , il faudroit dire la fomme des 
moments des corps qui fe trouvent d'un 
côtif , moins la fomme des moments des 
corps qui fe trouvent de l'autre. Quant au 
dénominateur de la fraflion qui exprime la 
diftance du centre de gravité, il fera tou- 
jours compofé de la fomme des maffes , 
parce que toutes les forces de ces maffes , 
en vertu de leur pefanteur , agiffent toutes 
dans le même fens. Cela eft général pour 
quelque nombre de corps que ce foit, qui 
dtant confidérés comme dés points, fonc 
tous dans un même plan. Et tout cela efl une 
fuite de ce qui a été dit ( aji ). 

Les lignes TA' y TA" s'appellent Axéi 
des Moments. 

a 64" Si l'on conçoit maintenant , qufti 
le point T que nous avons pris d'aboidl 
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p-bitrairement, foit fur le point G; alors 
ÏG' & GG" deviennent, chacune, zéro. 
Donc la femme des moments pat rapport 
mTC , & la fomme des moments par rapport 
\TA" i doivent alors être zéro, chacune. 

265. Préfentement , je dis que fi la 
bmme des moments de plufieurs corps , 
par rapport à la droite RS qui paffe par le 
point G ( Tig. 81 ) , efl zéro ; & s'il en eft de 
même de la fomme des moments , par rap- 
porte à la droite PQ perpendiculaire à R.S, & 
qui paffe par le même point G; la fomme 
des moments par rapport à toute autre 
droite MN paffant par le même point G , 
fera aufli zéro. 

En effet, ayant mené les perpendiculai- 
res AÂ', AA"i AA"'{or les lignes P^.RS, 
MN \ fi l'onfuppofe que le point /eft celui 
où y^y^' rencontre MN\ le triangle reélangle 
GA'l^ donnera > GlA' ou cof PGM : G A' 
ouAA'>:4nPGM:A'l=^'^;^l^ , donc 

Al=AA'-A'l^AA'^'-^;-^^.0. 
dans le triangle redangle lAA'" , on aura 
( en fuppofant le rayon ^ \ ) \ : /Il : : 
fm AI A'" ou cof PGM : A A'" ; donc AA"'= 
Al ^ cof PGM , c'eft-à-dire , A A'" = 
A A' cof PGM ~ A A" fm PCM; ai f II coiL- 
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fdquent en multipliant par la mafle v^ , OJji 
aura le moment A x AA"' = A x A A' ;'' 
cofPGM—A X A A" fut PGM; c'eft-à-dilj 
que le moment du corps A, à l'égard c' 
l'axe MN i eft égal au cofinus de l'anglÉ 
PGM multiplié par !e moment à l'égard dfl 
l'axe PQ , moins le finus du même angl» 
PGM, multiplié par le moment à l'égard dâ 
l'axe RS. 

Or il eft facile de voir que la mâme chofel 
aura Heu à l'égard de tout autre corps, à la 
différence des fignes près, félon que les 
corps feront d'un même , ou de différents 
côtés de M//. Donc fi on fait une fonime 
de tous les moments à l'égard de l'axe MN", 
on trouvera qu'elle eft égale au cofinus de 
l'angle PGM, multiplié par la fomme des 
moments à l'égard de P^, moins le finus de 
l'angle PGM multiplié par la fomme des 
moments à l'égard de RS. Or chacune de 
ces deux dernières fommes eft zéro, par la 
fuppofition; donc leurs produits par le co- 
fmus & par le finus de l'angle PGM y fe- 
ront zéro i donc auffi la fomme des moments 
â regard de l'axe quelconque MN paffant par 
h centre de gravité G y efi zéro. 

266. Concluons doncde-là, que l'ac-i 
tion réfultante de toutes les allions partw 
cuUeres de la pefanteur fur chacune deî 
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irtîes d'un fiftême de corps , paffe toujours 
tr un même point de ce fiflême, quelque 
bfitîoii que ce fiftême puifle avoir ; car ce 
^ft que par rapport à la diredîon de la 
Téfultante que la fomnie des moments de 
plufieurs forces parallèles , peut être zéro 

Aurefte, quoîqu il n'ait étd queftion, juf- 
qu'ici , que des corps dont les centres de 
gravité font dans un même plan, cela ne 
s'étend pas moins au cas où les parties du 
fiftême , font dans différents plans : c'eft 
ce qu'on va voir, par ce qui fuit. 

iG'J . Si les corps, toujours confidérés 
comme des points , ne font pas dans un mê- 
me plan, on concevra un plan horifontal 
XZ{Fig. f6); & de chacun des points 
pefants l' , Q^, S on imaginera les vertica- 
les P^^, ^Ë, .SC; & pour déterminer le 
point k par où paiïe la réfultante (i E dans 
la diredion de laquelle doit être le centre de 
gravité, on prendra (25 j ) les moments par 
rapport à deux droites fixes TJ*^, TZ prïfes 
dans le plan horifontal ZJ(j & perpendicu- 
laires entr'elles, on prendra, dis- je, la fom- 
me des moments comme fi tous les corps 
étoient dans ce plan horifontal ; & ayant 
divifé chacune 'de ces deux fommes de 
moments, parla fomme des maffes PjQjS, 
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on aura les deux diftarices E'E^ E" E.Tit 
fera donc plus queftion que de trouver,! 
quelle diftance Èi^ au-deflbus du plan ho^ 
rifontal -¥Z, fe trouve ce centre. Or fi Ton 
imagine la figure renverfée , de manière qa 
ie pian J(Z devienne vertical, & que Z« 
foit alors le plan horizontal; on volt, parf 
même principe, que pour avoir la difland 
L'G' correfpondante Ôc égale à la hauteïl 
cherchée £Gj il faut prendre la fomme dJ 
moments par rapporta Z^T", comme fi toJ 
les corps étoient dans le plan Zf^, & divïfiSj 
cette fomme de moments , par la fomme" 
des mafles ; alors on a tout ce qu'il faut , 
pour déterminer la pofition du centre de 
gravitd. J 

2,68- Donc, pour récapituler; la rej 
cherche du centre de gravité fe réduii 

1°. Lorfque tous les corps confidéréesi 
comme des points, font fitués fur une mên 
ligne droite ( Fi^. 82 ) ; à prendre la fomn 
des moments par rapport à un point fixe J 
pris arbitrairement fur cette ligne , & divii 
fer cette fomme par la fomme des mafles | 
le quotient, eft la diflance du centre de gn 
vite G , à ce même point F. 

2". Lorfque tous les corps confidérés ,^ 
comme des points , font tâos dans un mên- _ 
plan : on Imaginera par un point T{Fi^ 
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&) pris arbitrairement dans ce plan, deux 
fines TA" , TA' perpendiculaires l'une à 
Eiutre; & ayant mené des perpendiculaires, 
le chaque point pefant, fur chacune de ces 
■eux lignes, on imaginera que ces points 
feefants font appliqués fucceflivement fur la 
ligner,/'', & fur la ligne T^', chacun au 
point où aboutit fa perpendiculaire. Et l'on 
cherchera,comme dans le cas précédentjquel 
eft alors le centre de gravité G'' fut TA"\ & 
quel eft le centre de gravité G' fur TA' ; me- 
nant enfin par ces deux points, les lignes 
G"G,G'G parallèles à TA' an TA\ leur 
point de rencontre G fera le centre de gra- 
vité cherché. 

3°. Enfin , loifque les corps confidérés^ 
comrpe des points, feront dans différents 
plans, on imaginera trois plans, l'un ho- 
rifontal ( Ftg. 76) & les deux autres ver- 
ticaux , & perpendiculaires entr'eux. De 
chaque point pefant on abaiflera une per- 
pendiculaire fur chacun de ces plans; on 
prendra la fomme des moments , par rapport 
a chaque plan , & divifant chaque fomme , 
par la fomme des maffes , on aura les trois 
diflances du centre de gravité à chacun de 
ces plans. 

2 6 9. Sur quoi , il faut toujours fe fouvenir 
que quand quelques-uns des corps fe trou- 
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vent de différents côtes du point ; ou de U 
ligne, ou du plan , par rapport auquel on 
confidereles moments, il faut prendre avec 
des lignes contraires, les moments des corps 
qui fe trouvent de différents côtés. 

270- l'iaçons ici une obfervatîon qui 
fuit immédiatement de ce que nous venons 
de dire, & qui peut abréger, dans plufieurs 
cccafions, la détermination du centre de 
gravité, ôc d'autres recherches. 

Puifque ia diflance du centre de gra- 
vité eft égaie à la fomme des moments , 
divifée par la fomme des maffes; fi le point, 
la ligne , ou le plan par rapport auquel on 
confidere les moments, pafTe par le centre 
de gravité , cette diflance étant alors zéro , 
la fomme des moments doit donc aufTi être 
égale à zéro. Donc , en général , ia fomme 
des moments par rapport à tel plan que ce fait , 
qui paffs par le centre de gravité , eji zéro. 

l'y I . Jufqu'ici nous avons confidéré les 
corps comme des points ; & nous avons vu 
comment on détermine le centre commun 
de gravité de tous ces points, en quelque 
nombre qu'ils foîent. Or, un corps d'un 
volume & d'une figure quelconque , n'étai " 
autre chofe que l'affemblage d'une infinii 
d'autres corps, ou parties matérielles , qi 
l'on peut confidérec comme des points ) J 





DE Mathématiques, fïf 

fuit donc que par la niÉme méthode on 

bt déterminer !e centre de gravité d'un 

ttps de figure quelconque; & nous allons 

' voir diverfes applications dans un nio- 

IPment. 

Et puifque le centre de gravité n'eft au- 
tre chofe que le point par ou palTe la réful- 
tante de tous les efforts particuliers que fonr 
les parties d'un corps pour obéir àleurpe- 
fanteur j que d'ailleurs cette réfultante eft 
^gale à la femme de tous ces efforts parti- 
culiers ; concluons-en qu'on peut toujours 
fuppofer tout le poids d'un corps réuni à 
fon centre de gravité , 6c que ce poids y 
fcroit le même effet, qu'il eft capable de 
faire fur ce point, dans fa diflribution actuel- 
le fur toutes les parties du corps. 

272'I*onc lorfqu'on aura à trouver le 
centre commun de gravité de plufieurs maf- 
fes de figures quelconques : on commencera 
par chercfier le centre de gravité de chacu- 
ne de ces malles , ce qui eft facile aftuelle- 
ment. Puis, confidérant le poids de chacu- 
ne de ces mafles comme réuni à fon centre 
de gravité, on cherchera le centre commun 
de gravité , comme fi tous ces corps étoicnt 
des points placés à l'endroit où chacun a fon 
{. centre de gravité particulier. 
^373' l^onctout ce que nousavonsdic, 
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jufqu'icî i fur le centre commun de gravi 
de plulieurs corps confidérés comme 
points , a également lieu pour les corps j 
figure quelconque , en prenant, dans TëJ 
luation des moments j pour diflancedech 
que corps , la diflance de fon centre de grl 
vite particulier. 

2,74- Donc fi plafieurs corps,'de tjuÂ 
ques figures quHb fuient f ont leurs centres p^ 
ticuliers de gravité dam une même ligne droA 
ou dans un même plan ; leur centre commm 
de gravité fera aujfi dans cette même ligne droi 
le, ou dans ce même plan. Cela fe démontq 
comme on l'a fait ( x62 ). 

275- Venons aux applications. Sd 
'j^B ( Fîg. 85 ) une ligne droite uniformfl 
ment pefanre. On voit facilement & fans f 
fecours d'aucunedémonflratîon, qu'elle dd 
avoir fon centre de gravité dans fon r " 
Mais pour confirmer par un exemple fimplij 
la théorie des moments que nous venoa 
d'expofer , cherchons ce centre de gravia 
par ces mêmes principes. 

Concevons donc cette droite partagée < 
une infinité de parties telles que Pp ; il faJ 
multiplier chacune par fa diflance à un poîa 
fixe ; par exemple , par fa diftance à rextril 
mité A ; prendre la fomme de ces produit^ 
^ divifer le tout par la femme des parties ' 



imAi 
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fp; c'eft- à-dire, par la ligne ^B. Nommons 
(Jonc j4B , a; AP ^ x\ nous aurons Pp^^dx'j 
Be moment de Pp fera xdx , qu'il faut intc- 
tgrer pour avoir la fomme des moments 5 
cette fomme fera donc — ; & pour l'avoir 
dans toute l'étendue de la ligne , il faut fup- 
pofer X = ai on a donc — pour la fomme 
totale des moments ; divifant donc par la 
fomme a des maffes, on a - , pour la dif- 
tance du centre de gravité, au point j4. Ain- 
fi j le centre de gravité d'une ligne droite 
uniformément pefante , eft dans Ton milieu; 
ce qui eft d'ailleurs évident. 

276. Donc 1°. ponr avoir le centre de 
gravité du conroar d'un poli^one quelconque 
( Fig. 84), il faut du milieu de chaque côté, 
mener des perpendiculaires fut deux lignes 

» fixes v^jB , y^C, tirées dans le plan de ce 
poligone ; & confidérant le poids de cha- 
que côté , comme réuni au milieu de ce cô- 
té , chercher le centre commun de gravité 
de ces poids comme il a été dît ( 261 . ) 
277- 2°. -Le centre de gravité de la fur- 
face d'un parallélogramme quelconque ^ efl ait' 
milieu de la ligne qui joint les milieux de deux 
côtés oppofés. Car en concevant le parallélo- 
gramme compofé de lignes matérielles pa-r 
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ralleles à ces deux cotés , chacune aura foti 
centre de gravité fur la ligne qui paffe pai 
les milieux de ces deux mêmes côtés. La 
centre commun de gravité de toutes ces li- 
gnes fera donc fur cette même ligne, H 
fera d'ailleurs au milieu, puifque cette li- 
gne confidérée comme chargée de tous ces 
poids , eft uniformément pefante. 

278. 3°' Pour avoir le centre de grav'tti 
de la furface d'un triangle ALC ( fig. Sy ) j 
il faut du fommet y^, mener au milieu D du 
côté oppofé BC la droite JD ; ôc prendre , à 
compter du point D, la partie I>G=yy^Z?. 

En effet , la droite AD qui divife BC erv 
deux parties égales au point D , divifera 
auffi , en deux parties égales , toute droite 
MN parallèle à fiC'j donc fi on confiderç 
la furface du triangle comme l'afiemblagô: 
de plufieurs lignes matérielles , parallèles à 
BCj la ligne AD qui paffe par les centres 
de gravité particuliers de toutes ces lignes , 
palfera auffi par leur centre commun de gra^ 
vite (2 6z) , c'eft'à-dire , par celui du triangle, 
Par la même raifon la ligne CE qui pafleroit 
par le milieu de AB , paiferoit auflï par le 
centre de gravité du triangle ; ce centre eft 
donc au point d'interfeiïion G 'des deux H 
gnes CE & AD. Or fi l'on tire ED , ell( 
fera parallèle à AC puifqu elle divife en 
de 
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c parties égales les deux côtés ^B , BC, 
Ces deux triangles EGD, AGC feront donc 
femblables , ainfi que les triangles ABC , 
EED ; on aura donc GD : AG : : ED -, 
AC i : BD : BC:: i : 2i GD eii donc 
moitié deAG-f & par conféquent le tier», 
de AD. 

279- Concluons de-là que pour avoir le 
centre de gravité G d'un trapèze ( Fig. 85 ) , 
il faut , par les milieux £ & f àçs deux côtés 
parallèles CD Sx. AB ^ mener £f j & par ces 
mêmes poincs , mener au deux angies op- 
pofés ^ & £ï les lignes EA , ID; puis 
ayant pris £g = -J- EA , & f^ :^ f FD , me- 
ner ^^ qui coupera EF au point cherché G. 
Car , en raifonnanc comme nous l'avons 
fait pour le triangle, on voit que le centre 
de gravité G doit être fur EE, D'ailleurs , 
^ &g' étant ( 278 ) les centres de gravité 
particuliers des deux triangles CAD , ADB 
qui compofent le trapèze ABDC, le centre 
commun de gravité de ces deux triangles , 
ou du trapèze , doit être fur gg" , ( 262 ) ; ii 
doit donc être à l'interfeflion G. 
Comme nous aurons befoin, parla fuite, 

I de la diftance FG , determinons-la tout de 

I fuite. 

I Menons les lignes^/» 6c ^A' parallèles à 

■ AB.Pm^iuçgE^^ .4E,Sx.Fg'=^}FD, 
X 



L 
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on aura gà = j y^F & g'h' := f ED ; 
gh = ^^By & ^'A' = i CD. Par la niÉl 
raifon E/t = y £F , ¥h' = j EF\ dq 
hh' = Y £K Or les triangles femblab 
Ghgy Gh'g' donnent gh-. Gh ; \^h' 
donc gh -t- ^'^' : Gh -4- GA' : : ^h' 
c'eft à-dire, ■^.^i^-l-^CD:|£F::^C£): 



donc G// =^ 



donc fG qui eft I 



c'eft - 



Ceci 



fA'+G//fera=f£FH-I^; 

dire , FG = j^^^^ -. 

fervira dans peu , à trouver le centre de 
gravité de la partie fubmergée de la carè- 
ne , dans les vaiffeaux. 

Remarquons , en paiïant , que fi la hau- 
teur du trapèze étoit infiniment petite, & 
les deux côtés AB & CD infiniment peu 
différents ; alors ces mêmes côtés doivent 
être réputés égaux ; en forte que la diftance 
FG fe réduit à î-^'^ ' '" 



— , ou, ^ ^^'i c'eft- 
à-dire , que dans ce cas , le centre de gra- 
vité eft à égale diftance des deux bafes op- 
pofées. 

agO. Il eft donc facile maintenant de 
trouver le centre de gravité de la furface d'un 
poligoïie quelconque ( Fig, S7 ). Il faut le par- 
tager eu triangles , & ayant déterminé le 
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fentre de gravité de chaque triangle , de la 
Tjtaniere qu'on vient de l'enfeigner, on dé- 
Jerniinera le centre commun de gravité de 
pous les triangles , en les confidérant com- 
me autant de maffes proportionnelles à leur 
furface , & réunies chacune à fon centre de 
gravité particulier. Ce qui fc fera comme ii 
a été enfeigné (atfi ). 

On voit aÉtuellement comment on peut 

Réterminer le centre de gravité de la furface 
e tout folide terminé par des furfaces 
lanes. 
281. Au refle , il n'eft pas toujours né- 
cefTaire d'avoir recours aux moments , pouf 
trouver les centres de gravité. Par exemple, 
s'il s'agifToit de trouver le centre de gravita 
du contour du pentagone régulier y^BCDE 
( Fig. Sa ) ; je menerois de l'un /I , des an- 
gles , une droite //Fau milieu F du coté op~ 
pofé CD. J'en menerois pareillement une 
féconde, de l'angle E , au milieu du côté 
oppofé BC; l'interfedion G de ces deux li* 
«gnes feroit le centre de gravité. 
^K" En effet, le centre commun de gravita 
^pes deux côtés .d'S , ^E , eft au milieu c de 
^^a ligne ba qui paffe par leurs milieux ; ceU 
eft évident. Le centre commun de gravité 
des deux côtés SC, DE, eft parla même 
raifon , au milieu c de la ligue îd qui paffe paÉ 

X ij 



i 
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leurs milieux. Enfin le côté CD, a fon cen- 1 
tre de gravitd en F. Or il eft facile de voir 1 
que la ligne yîF pafTe par les milieux c , 
& F\ elle pafle donc par le centre commun \ 
de gravité des cinq côtés; un laifonnement | 
femblable , prouvera que lE pafTe auffi pacj 
ce centre ; ce centre eft donc à l'interfeci 
tien G, de ^F& dt ÎE. 

282. En raifonnant comme nous l'a* 
vons fait pour le triangle , on prouvera qud 
le point G eft auflî le centre de gravité de la 
furface du pentagone régulier. 

Et en général , on prouvera de la même ma- 
nière, que le centre de gravité du contour, 
ainfi que de la furface d'un poligone régulier 1 
d'un nombre de côtés impair, eft au point 
d'interfeclion de deux droites donc chacune J 
eft menée de Tun des angles , au milieu dii 
côté oppofé. Et lorfque le nombre des côJ 
tés eft pair , ce centre eft ^u point d'interJ 
feftion de deux lignes menées par les mi- 
lieux de deux côtés oppofés ; d'où l'on coti^l 
clucoit , s'il en étoit befoin, que le centra 
de gravité de la circonférence & de la fur-J 
face d'un cercle , eft au centre. 

Quand le nombre des lignes, furfaces |1 
corps , ôcc. donton a à trouver le centre corn- ] 
mun de gravité , n'eft pas confidérable , 
peucfaire ufage de ce que nous avons dit (238 
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& 25P ). Par exemple, foient trois points 
AiBfJ ( Fxg. 8jï ) qui foient les centres de gra- 
vité de trois lignes , ou trois furfaces , ou 
trois corps , dont les poids font repréfentés 
par les maffes M^ ^ ^ P. Ayant joint deux 
de ces points C SiC B ^ par la ligne BC y on 
partagera EC en £) , de manière que l'on aie 
N : P : : CD : BD , ou JV -^ P : N : -.CB: 
CD ; le point D fera le centre commun de 
gravité des deux poids P &c JV, On mènera 
enfuite Dy^i & imaginant la totalité A -4- F, 
des deux maffes N Sx. P raffemblée ea D , 
on partagera, de même, D^ , en raifon 
jnverfe des deux maffes 7li& A' -+-/'; c'efl- 
à-dire , de manière que tV H- P : M : : ylE : 
DEj ou que A^-hP-H iW: A^: : AD -.DE; 
le point E fera le centre commun de gravité 
des trois poids M y N, P. On continueroit 
de même , pour un plus grand nombre de 
corps. 

28 3-ConcluonSj de ce qui précède, que 
l'on peut avoir facilement le centre de gra- 
. vite de la furface & de la folidité de tout 
prifme & de tout cylindre. 

En effet , il eft évident que ce centre doit 
Être au milieu de la ligne qui paffe par les 
centres de gravité des deux bafes oppofées i 
puifque ces corps font compofés de tranches 
parfaitement égales & femblables à la bafe , 
X iij 
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que l'on peut confiddrcr comme autant Aà 
poids égaux uniformément dillribués fuC 
cette ligne. 

2 S ^ . Pour .'ivoir ie centré àe gravité G d'une 
pyramide triangulaire S A B C ( Fig. 50 ) , il 
faut , du fommet , mener au centre de gra- 
vité f de labafe, la droite i^F, & prendre fur 
cc:te ligne , à compter du point F, la parti© 
fG=L s F. 

En voici la raifon. Du milieu Z) du côté^ 
yiE y menons DC y DS , & ayant pris DF-. 
-) CDiài DE = \ DS,\es points F& £ feront 
les centres de gravité des deux triangles 
y^BC, yiSB. 

Cela pofé , fi l'on conçoit la pyramide J 
compofée de plans matériels parallèles à 
y4EC , la ligne SF qui paffe par le point l da 
labafe, paffera, dans chaque tranche, par 
un point qui fera placé de la même manière 
dans cette tranche ( Gcom. 199 ). Ainfi , les 
centres de gravité particuliersdes différentes 
tranches , font tous fur la ligne SF. Par la 
même raifon , les centres de gravité parti- 
culiers des tranches parallèles à /IBS , dont; 
on peut imaginer que la pyramide eft com- 
pofée , font tous fur ECS. Donc le centre de 
gravité de la pyramide, eflaupointG', oit 
fe coupent les deux lignes FS , & £6'fituées 
dans le plan SDC, Or fi l'on mené F£, elle 
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■èra parallèle kCSy puifque DF étant le tiers 
pe DC , & DE ; le tiers de JJS , ces deux 
pgnes DC ôc DS font coupées proportion- 
beliement. Les deux triangles FEi^ , GCS 
peront donc femblables entr'eux , & il en 
aéra de même des deux triangles DFE , DCS; 
pn aura donc FG : GS : : FE : CS : : DF i 
VC : : I : 3 ; donc FS eft le tiers de GSj & 
par conféquent , le quart de F S, 

2 85- Comme on peut décompofer tout 
folide, en pyramides triangulaires; connoîG 
fant aûuellement le centre de gravité d'une 
pyramide triangulaire , il eft facile , à l'aide 
des moments , de trouver le centre de gra- 
vita d'un corps quelconque. 

2 S 6. Telle eft la manière générale de 
trouver les centres de gravité des figures , 
ou des corps , dont les parties font indépen- 
dantes les unes des autres , ou du moins , 
lorfqu'on n'a point l'expreflion de la loi qui 
les lie les unes aux autres. 

Mais lorfque les parties d'une figure ou 
d'un corps ont entr'elles une relation que 
l'on peut exprimer par une équation , ou 
peut alors trouver le centre de gravité d'une 
manière beaucoup plus facile. En voici des 
exemples. 

^87* Qu'il s'agifTe d'abord de trouver 
le centre de gravité G , d'un arc quelconque 
X iv 

l 1 
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de courbe y^AÎ ( Fig. pi ), On îmagineri 
l'arc infiniment petit Mm ; 6c l'on prendra 
pour axe des moments une ligne quelcon- 
que C N parallèle aux ordonnées que je 
fuppofe perpendiculaires entr'elles. Je fup- 
pofe de plus que la diftance de Cà l'origine A 
desabfcilTes foit = A^i étant d'ailleurs quel- 
conque. Pour avoir la diftance Gg du centre 
de gravité à l'axe CA'', il faut ( 2i5i ) pren- 
dre la fomme des moments des arcs Mm 
fiar rapport à Taxe CN , & la divifer pa: 
a fomme des arcs Mm ; c'eft-à-dire , pai 
l'arc AM. Or l'arc Mm étant infiniment 
petit , la diftance de fon milieu w , à la droi- 
te CN, doit être réputée égale à MN. On 
aura donc Alm x MN pour le moment de ce 
petit arc. Mais en nommant AP , x ; PM ,y ; 
on a ( 97 ) A/'M = Vli^Z^Td^^ èiiMN = CP 
x=b — * ; donc ( A — w ) Vàx^ + dj' eft le 
moment du petit arc Mm > & par confé- 
quenty( b — x) V dx'' -\-' dy^ , ou l'intégrale de 
{ b -^ X ) Vd^~'^ ày^ efl la fomme des mo- 
/nents de tous les arcs infiniment petits Mm 
dont l'arc AM efl compofé. On a donc 

C?? =- fAhzlï.}^JE^^ Quant à l'arç 

^M qui divife, dans cette quantité ; noui 
avons donné (97) la méthode pour le dé* 
terminer exaûement, lorfque cela fe peutj 
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C ( 1 lo) celle de le déterminer par appro- 
^matlon.' 

I Par un raifonnement femblable , on trou- 
vera que la diftance Gjj', du centre de gra- 
vité, à l'axe ^P,eft-^Lî£^ÏEl!I- 

Aux 

Ce font-Ià les formules générales qui fer- 
vent à déterminer le centre de gravité d'un 
*arc quelconque de courbe dont on a l'équa- 
irion entre les lignes que nous avons nom- 
mées X Sx.y. 

2 8 8 ■ Si l'arc dont on veut avoir le cen- 
tre de gravité , eft compofé de deux parties 
égaies & femblabies ^M , y4M' ( lig 92 ) 
' fituées de part & d'autre de l'axe des abf- 
ciffes ; alors il eft évident que le centre de 
gravité G , fera fur la droite ^P : il ne fera 
donc queilion que de trouver fa diflance au 
pointe. Or il eft clair que les moments des 
deux arcs Mm, Mm' ,z l'égard de l'axe NA' 
étant égaux, la diftance CG fera, alors , 

(îgale a ^^— , 

Par exemple, que l'arc MAM' foit un 
arc de cercle , on aura y-=\^ax-)!x , a étant 
le diamètre. On trouvera facilement , & 
nous l'avons déjà vu ( 1 1 1 ) que j/dx'-i-dy' => 

~adx 

_ -On aura donc 2f{ b — x })/' d»r»-i-4ji' = 



L 
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- = af(b — .v) dx {aK — xx)~ 



Suppofons, pour plus de fîniplicité , que ï 
point Cfoit le centre, alors yiC^^^^ \ 
nous aurons donc 2 /(i—*) y^dx'-t-dy =3 
af ( { a — X ) dx ( ax — xxy~^ =^ aV^Ti^ii (8^) a 
intégrale à laquelle il n'y a point de conÉr 
tante à ajouter, parce que,lorfque .v^zéro 
file devient zéro, ainfi que cela doit être! 
puifqu'alors la fomnie des moments elî, 
viédcmmcnt, nulle. 
Nous avons donc enfin 2/"(è--x) dx Vài'-JrdyiA 
= aj/'ax^xx, & par conféquent 

CG= ^ ^^>^ "^ ^^^^ VTx— r^~ c^x^iM 

ce qui donne cette proportion MAM : 
MM' : : CA : CG , qui nous apprend quj 
ia diftance du centre d'un cercle , au centre ù 
gravité de l'un quelconque de fes arcs , ejî qUi 
trieme proporiionnelie a la longueur de l'arc , 
fa corde S' au rayon. 

On peut appliquer ces formules à touta 
autre courbe : nous paiïbns aux centres do 
gravité des furfaces planes terminées pan 
des lignes courbes. 

289. Si l'on demande le centre de gra-'^ 
viré de la furface AP M { Fi^. 93); nous J 
fuppoferons que G repréfente ce centre. Il J 
ikudra pour avoir la dîftance Gg , ptendrç ! 



DE Mathématiques. 331 

tfommt des moments des petits trapèzes 

Wi^prn , par rapport à CN , & la divifer par 

l fomme de ces trapèzes ; c'eft-à-dire , par 

(efpace^PM. Or le centre de gravité ide 

petit trapèze doit être au milieu de la 

boite nk également ëioignde de MP & 

mp; milieu que l'on peut fuppoferêtie 

MP , à caufe de la hauteur infiniment 

jetite Pp i on aura donc la diflance ii 

==CP; ainft le moment de PpmM , fera 

*pmMy.CP -^ c'eft-à-dire , {b — x)yàx, en 

_ pellant toujours C/i , ^; & AP «.Donc 

a fomme des moments fera_/"(è — •x)ydx , & 

conféquent la diflance Gg fera . . - 



On trouvera de la même manière, que la 

290. En général -, on trouvera de la mé- 
fie maniera, !e centre de gravité de tout ef 

Lce plan, en le décorapofant en trapèzes 

finimeot-petits. 

' Par exemple, s'il s'agit du triangle v^vV'A^ 
_ f (^. 54), on prendra la bafe A'A^' & la 
hauteur ^Cpour axes des moments ; & nom- 
mant AP 1 X j MM' ,y ; & AC , b; on aura 
A4M'm'm=ydx; & le moment de ce tra- 
pèze à l'égard de JVC, fera (b — x)ycix. En- 
îone que la djfiance Gg du centre de gra- 
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vite, àlabafe,fera 



f(h—:.)ydx, 



Or fi l'on no 



mer la bafcjOna /iC: A? \ : NN' % MA 
c'eft-à-dire , b : x : i c : y = ~ ; doi 
f {h — *) yâx, devient/(i — *)"T~'<i 
ç^ {bxàx — x^dx) ,qui vaut-7 \;-r- — ~1 
ou— ( ib — 2jf). Or la furface AMM' < 
f*'"''^'^^nu "' i donc la diflance du centi!^ 



_C3t-zO 



de gravité , eft- 



-ouf (ji — 2*ï 



qui, Ibtfque x = b , devient f b. Doq 
G^=-j b. Or fi l'on mené la ligne AGL 
les triangles femblables ACL , G^L do4 
nentlG: lA::Gg: AC: : jb : b : : 
donc LG = j LA ^ ce qui s'accorde avq 
ce que nous avons démontré (278). 

191. Appliquons maintenant les formd 
les,aux lignes courbes. Suppotonsque^^/*^ 
(Fj^. Pj) eft une portion de cercle, doii 
le diamètre eft a , & que le point C eft 
centre ; ce qui donne ^ = j- (ï. Nous aa 
tovisy=V^in^. La quantité /(é — *))''^^ 
devient donc/(-^ a — x^ àx !/"«-« 



DE MATHfMATlQEEt. ?)} 

a-^x) dx{ax — xx) •" tpà {S^}eft »- 

able , & a pota im^alcf (xr^-x* j ' ; 
^ nùté à laquelle il n'y a poiac Je caaiiC-.| 

nte à ajouter , parce qndfe tk xoq i — ~— ' 
^*=o,ainfi que cela doir-£crc. Nois 



A regard de G^ , pnifqu'oo ^y===^^7^^ 
fa valeur ( 28^ ) fera C^ = ''^^^' '' % 

or/7 ( "^"^ — *' ) '^■'^ > ou/x . ( j%i» — x'dx) , 
eft t(^^ — '-^ ott TT ar* (5« — 2*>; on» 

S'il s'agit du fcgmci 
il ell^ évident que le cenaïc de p9»mé G 
{ïig. 5>2) efl fur le njoaX^A , qm d 
l'arc en deux parues égales f te q^û 1 
même dîfiance de NAf' que k» deux en 
de gravité particuliers de» deux demî- 
ments ^P-W, /^PvW, on a CO » 

c'eft-à-dire , que ^ dtfianire du (tnrre im^ 
cercle j au centre de gravité de tafarfoft dt fit» 
quelconque de fei fegmentf , eji iyaU au dou- 
zième du cube de ia corde ^ dyjip f/nr h (urfatt 
de ce fegment. 



2 Ç 2, Quant au centre de gravité (Î*(it1 
fefleur CMJM' ( Fîg. ç6) on peut l'avoir , 
en obfervant que le centre de gravité G du 
fegment My^ M' , celui G' du feéteur , ôc 
celui G" du triangle font tous fur le rayon 
C/f ; que félon le principe des moments , le 
moment du lecteur, doit être égal au mo 
ment du fegment , plus le moment du trian- 
gle. On a donc CMAM'>^CG' = MyJM'-x 
CG-i'CMM' X CG." Or nous venons de 



trouver CG ^ 



■ que l'on peut changer 



cnll^ = l^^ ; donc CG^MAM . 

',A?M MAM.' 

y pm'- D'ailleurs , nous fçavons que CMM \ 
= FM X CP , & ( 278) que CG" == ^ CP , 
enforte que CMM' x CG" fe réduit à - FMx 
cp*. Subftituant donc ces valeurs , on a 
CMAMx^CG'=\ PU' -f- f PMxCP' = 
\PM{PM-^CP^) = ^ PM X cm' , à 
caufe du triangle redangle CP M. Donc 
CG'^ T P^x ^ ^^\ Mais la furface du fetleur 

^^ CM A M! 

CMAM'y eft égale à l'arc M^M' multiplié 

. CM 2^cm' jz^^i:^^ , 

P^^ 1 ; donc CG' =^ M/iM' ^CM mam' 1 
-• C'eft-à-dire, que la àïfiance da \ 
centre d'un cercle f an centre de gravité de l'un 



^MM'xCA^ 

MAM' 
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i quelconque de fesfeSieurs y efl quatrième propor^ 
iiomelie à l'arc , au rayon , <!r au deux tiers 
de la corde. 

On peut appliquer les formules ^ à toute 
autre courbe , par exemple , à la parabole , 
&c. 
i 2,9 3 -Voyons maintenant les furfaces 

I courbes ; mais bornons -nous à celles des 
folides de révolution. Alors en raifonnanc 
comme dans les articles précédents , oii 
j verra que le centre de gravité de chaque 
' zone élémentaire , eft dans l'axe de révolu- 
I tion CA {Fig. p7) , & doit être réputé au 
I centre P de l'une des baffes de cette zone, 
confidérée comme ayant une épaiffeur inft- 
niment petite. Or , nous avons vu ( 58 ) que 

l'exprefiîon de cette zone étoit-^I^a*'-t-d;'» 
r : crepréfentant le rapport du rayon à la 
circonférence. On aura donc (en nommant 
toujours h la diftance W C de l'origine ^ 
des abfciJTes , à l'axe JV N' des moments ) 
onaura,dis-je, f(^_3-j^^^;;r;:^ pour 
le moment de cette même zone, en forte que 
la diflance C G du centre de gravité G de la 
I furface, au point C, fera en nommant 5' cette 

l furace , ^J- ^ 
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25)4. Suppofons f pour appliquer cet 
formule, qu'il s'agit de trouver le centre ( 
gravité de la furface convexe du cône drO 
y4NN' { Fig. p8 ) ,\AP étant x; PM,y;. 
hauteur /^C, b; le rayon CA'^de la bafe, i 
& le côté ^N, e; on aura, à caufe dC 
triangles feniblables, ^CA^, Mrm, AC 
AN : : Mr : Mm; c*eft-à-dire, à: e : : dx 
y dx'--i-dy^ ='--■. On aura auffi , à ( 

des triangles femblables , ACN & APM 
AC: CN : : AP .\PM; c'cft-à-dire, b .- 



a;;_y=-^;donc/-^ {b — x) y Kdx'-Hiy' 

devient /^xl^ — *)'^r^T'* 
f'iîl {bxdx — x*dx), dont l'intégrale _e 

eut /i«* *' \ caex* • , 1 i 

st^Ct^t)'"" ^^ "■'■^ ^^ "^ 

Or la furface de la portion AM' LMA 
ou S, eft (Gf'om. 2is) =—xcircPM;Siïoi 
» AC: AP .■ : AN: AM; ou AM= é^^ 

j p AT-kAV . „,, c te 

donc5'==--jj-x ore PAf = 7 xîs»:i^. 
donc la diftance du centre de gravité de 11 
furface AfA' LMA, au point C, efl 

îïïilillii.', 0UT(i*--«),Oui-| ;., 

car 
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yonc lorfque x = i, ou ioii'què AP = AC, 
fan a la diftance CG du centre de gravitd de 
la furface totale du cône, =/>■ — ^i = i-èj 
c'eft-à-.dire que ce centre de gravité efl le 
hiêiTie que celui de la furtace du ttianele 

295. Pour fécond exemple , prehonS là 
fphere ( Fig, ptj ). Nous àtiions^ = j/'^Z^x* 
te étant le diamètre ^ SiVd=c^-tdy-= - —-^^— . 

'donc/^ (^ — :c) y y^'ax' -h dy'- ) deviendra 
./ ^{h — x) X ^adxi fuppofant donc que C 
eft le centre , ce qui rend b = \a , on aura, J 
.f'^'{b~^ x)v.^adx=^f'^ (f adx^xdx) 
qui fe réduit à ^^ {^ax-~xx)fQ'a~{{a-^x)]. 
Or , nous avons vu ( pp ) que la furface 5 
du fegment fphérique ^ Af X- Ai'yf , étoit 
— ion a doncla diftance CG du centre C 



au centre de gravité G, =- 



— (t«— T^) 



~a — \x-=C Â — |/^PjC'eft-à-direj que ce 
centre G, eft au milieu C de la hauteur AP 
de ce fegment. D'où l'on peut conciure eii 
général , que le centre de gravite de la fur- 
fece d'une zone fphérique comprife eiltira 
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deux plans parallèles , cft au milieu de 

Iiaiitcur de cette zone 

2<)6. Terminons par la recherche ( 

centres de gravité des folides. 

Si ion confidere un foUde i^'g- 

comme compofé de tranches infinimÉ) 
minces, parallèles entr'elles, & qu'on ; 
préfente, en général , par ss , la furface <j 
chaqne tranche, ^ par dx fon épaifleur, 
aura ssJx pour cette tranche ; & par confl 
quent ss {b — x) dx pour fon jnomencl 
l'égard d'un plan parallèle à ces tranche* 
& paflant à une diftance AC du fomma 
A y=^b. Donc en nommant .S Ja iblidin 
A LAI M'A y on aura pour la diftance < 
centre de gravité, la quantité ■ "" — • ^ 
la valeur de S fe détermine par les méthodJ 
que nous avons données dans le calcul 
tégral ; & celle defss {b~x) dx , fe déteJ 
minera, aufli, par ces mêmes méthodes, lorfl 
qu'on aura la valeur de ss en x. On aura dontji 
la diftance du centre de gravité par rapporfl 
à un plan connu. On cherchera de la mêmï 
manière la diftance de ce centre à chacui 
de deux autres plans perpendiculaires entrii 
eux, & au premier. Mais nous nous borne-j 
rons ici aux folides dont les tranches parai- f 
leies , ont chacune leur centre de gravîtrfsj 
f articuUçr fur une même ligne droite, teh\ 



font les pyramides , & les folides de xê^ 
'olution. 

2^7* Prenons d'abord les pyramides» 
loit donc i , la hauteur ^C d'une pyramide 
uelconque (f i^. i oo) ; x la diflance perpén- 
iculaire AP d'une tranche quelconque, ce 
. furface de la bafe ; on aura [Géom. 202 ) 
telle de la tranche placée' à la diftance A- 
i fommet, par cette proportion bb -.xx-.-.ee^ 
' ; nous avons donc ss=^ ~i "°"® 
i{h — x) dxj devient /ï (è^xdx — x' dx)i 

n revient àg (7—*}) ou';^^{4i~3^)<' 
r la folidité de la pyramide qui a x pouf 

auteur . & Ji ou ^" pour bafe . eft "^r' ; 

onc la diftance du centre de gravité , eft 

!^ilill£il î ou ^ ( 4^— 3 jc ) ou è— i a; y 

eex' 

: lorfque x = ^= AC ^ cette quantité fi 

iduit à ^- 1^ ; donc la hauteur r>' du centre 

; gravité G , au deflus de la bafe eft ^ b* 

Soit maintenant _g-, le centre de gravité de 

bafe ,- la ligne A g pafTera par le centre et 

■gravité G de la pyramide ," 6c les parallèles 

^^' ^ Z^ donneront C^ ou ^ /> : ÂC oub\\ 

^^ '■ Ag s donc Gg^= ~ Agi ce qui confia* 



Yii 
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me ce que nous avons dit ( 284 ) & fait v< 

que pour toute pyramide , le centre de gi 

vire de la folidité eft au quart de la dîflan- 

ce du centre de gravité de la bafe , au fom- 

met. 

^98* Qust^t ^"^ folides de rdvolutiofl. 
la valeur de îj (101) eft généralement '^^-A 
ainfi l'expreflion de la diftance du centre de 
gravité pour ces folides, eft généralement 

f tr On peut appliquer cela à la 

s ■ 

fphere , à rellipfoïde , Ôcc. & par ce dernier ; 
déterminer le centre de gravité des mâts. 
Nous ne nous y arrêterons pas , parce que 
dans le cas où on en auroit befoin , on peut, 
fans erreur fenfible, fuppofer ce centre de 
gravité au milieu de la h)ngueur du mât , 
vu le peu de courbure de leur furface/ mais 
nous pafferons à un objet plus important. 

^99' Quoique ce que nous avons dit 
jufqu'ici , fui- les centres de gravité , fuffife 
pour mettre en état de les trouver , dans 
quelque cas que ce foit; nous nous arrête- 
rons, néanmoins , fur la méthode qu'on doit 
fuivre pour trouver le centre de gravité de 
la partie fubmergde de la carène , dans le> 
VailTeaux, 



I 
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In doit fuppofer que ce centre de gra- 



feft 



dans le plan vertical 



qui paire par 



ke de la quille ; ainfi il ne "s'agit que de 
prouver fa diftance horifontale à une ligne 
verticale menée par un. point détermina de 
l'ttambot , & fa difîance verticale à la 
quille. 

Pour l'un & Tautre de ces deux objets , 
îl faut commencer par déterminer le centre 
de gravité d'une furface ANDVPH { Fig. 
lot } terminée par deux lignes parallèles 
y^B f DF , &c par deux courbes égales 6c 
femblables y^ND , BPF. 

Si l'on avoit l'équation de cette courbe > 
îien neferoit plus facile que de déterminer 
Ton centre de gravité G , par les méJiodes 
précédentes. Mais ne l'ayant point , il faut 
concevoir par les milieux C & £ de ^B & 
de DFj la ligne DE que l'on partagera } par 
des perpendiculaires T//, K/i/, &c. en un 
aflez grand nombre de parties égales , pouc 
que les arcs compris entre deux perpendi- 
culaires voifines puiffent être regardés com- 
me des lignes droites. Alors on prendra les 
moments des trapezesj DTHF,TKMH ,&ic. 
par rapport au point £, & on dlviftra U 
fomme de ces moments , par la fonime de* 
trapèzes , c'eft-à-dire , par la furfaçe 
^A^L>F/^^, Nous avons vu(Géom. iH ) 
Yiii 
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comment on déterminoït cette furface j 
ne s'agit donc plus que d'avoir une expn 
fion fimple de la fomme des moments. I 
(275) la diftance du centte du gravité J 
trapèze THFD , au point £, eft' "' ^^ 
celle du trapèze TKMH, au même poind 
fera par la même laifon, & à caufe de 13 
galitc des lignes JE , IL^ &c. fera , dis-M 

I J£ X ( r/ J-ci/f M ) ilE('iTH-i-^ KM) 

rçiliement la dillance du centre de gravli 

du trapèze NKMP, fera — km+np ^* 

^.,7iE(7KM^hS^:, ficainfi de fuite. 

^i l'on multiplie, maintenant, chaque dif-i 
tance par la furface du trapèze correfpon-- 
dant, c'eft"à-dire, {Ge'oa 148) par la moi-» 
tlé de la fomme des deux côtés oppofés de I 
ce trapèze , multipliée par leur bauteuc 
commune lE^ on aura pour la fuite de ces | 
moments, |/£'x(D2^^ zTH},-^ IË'-k 
(4 7//-+- ^KM) ,^IE'x (jKM^s'vP) , & J 
ainfi de fuite ; donc la femmes de moments ' 
fera ^ lE'x{DF-^6TH^ laKM-^ i 8A'/> 
•ri-:z^QS-\^ i^AB); ou l'on peut remarquer 
ue s'il Y avoir un plus grand nombre de divi- 
sions, le multiplicateur du dernier terme, qui 
çft ici 1 4 j feroit en général z-h} ( e^-^a J 01^ 
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— 4- , n ëtajit le nombre total des per- 

ndicutaires DF, TH , &c. en y compre- 

ant /4B qui peut être zéro. Ainfi l'expref- 

1 générale de la fomme des moments , le 

' réduit à /£'(-iDF-+-rH-+-2K'Af-+-3A7'-t- 

, ^QS-+-Sic -^-^-^JB). 

Or nous avons vu ( Géom. i f4 ) que la 
furface A /VDFPB ^vo'it pour cxpreflion /£ 
X {i.£)F-hTH-H/CA;-4-AP-H&c. ..-+- 
Y y-iB ) ; donc la diftance du centre de gra- 
vité G » ou . 

lE xCiDF+THi+KM-}-îNP-fS:c...,+ ^^ A3) 

MG^ ! i . 

j DF-t-TH-t-KM-t-NP-h^tc -t- î ^B 

C'eft-à-dite , que pour avoir la diflance du 
centre de gravité G , à l'une des ordonnées 
extrêmes DF,, il faut \°. prendre le fi xi -cms de 
h première ordonnée DE ; lefixieme de la der- 
nier ordonnés AB multiplié.' par le triple du 
mmhe des ordonnéi-s moins 4 / puis la jezonie ^ 
le double de la troifieme , le triple de la qua- 
trième dr ainfi de fuite , ce qui donnera une 
première fomme. 2°. A h moitié de la totalité- 
des deux ordonnées extrêmes , ajouter toutes 
les ordonnées imcr m édiair es ; ce qui donnera une 
féconde fomme. î°. Divifer la premier! fojnme- 
par la féconde , & multiplier le quotient pat fun.. 
des mervQUes», 
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Par exemple , s'il y avoit 7 perpendfct^ 
laires dont les valeurs fuITent 18,2?, ag 
30, 5o,2ijO, pieds; & que chaque intervalli 
fuc de 20 pieds. Je prendrois le fixïerae di 
18 qui eft 3 ; & comme le dernier terme 
«ft o , à j j'ajouterois 2 5 j le double de 2 8 w 
le triple de 30 , le quadruple de 30, & ainf 
de fuite , ce qui me donneroit 397. Enfuitq 
à la moitié de 1 8 , j'ajoute 23 j 28 , &c. dC 
:'ai 14.1 ; divifant 357 par 141 , & œulti-î 

pliant par 20 , j ai ou — qui re 

viennentàyd'pieds^pouccs, à très-peu près, 
AI Bouguer , Traité dtt Navire ,, fage 2 \ 3 
trouve jy pieds, 1 1 pouces, & c'efl bien e.i 
effet , Je refultat de Ta formule ; mais cetti 
formule fuppofe racitement une chofe qui 
ji'efl pas futlilàmment exaÛe. 

Lorfqu'une fois on fait déterminer li 
centre de gravité d'une coupe quelconque 
il devient facile de dérermiaer celui d'm 
folirle, & par conféquent celui de la carène 

Veut-on avoir ladiftanceducentie degrï 
vite de la carene,à la quille? On imaginera la 
careiie coupée enpluHeurs tranches parallè- 
les à la coupefaite à fleur d'eau [ftg. 102 & 
1 o î).La foiiditéde chaque tranciie,iera égale 
{Géom. 254) à la moitié de la femme des, 
^cux fyrfaces oppofées de cette tranchi 
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;iiultipliée par l'epaifTeur de cette même 
tranche ; & fon centre de gravité fêta à mê- 
me hauteur dans cette tranche , que celui du 
trapèze fléft/ qui en eft la feclion faite par 
I un plan vertical paflantpar la quille. On voit 
donc que le raifbnnement que l'on a à faîte 
ici, pour trouver la hauteurg £ du centre 
de. gravité, eft abfolurnent le même que 
' dans le cas précédent, en changeant feule- 
ment le mot de perpendiculaire ou d'ordonnée ^ 
en celui de coupes de forte que l'opération fa j 
I léduit 1°. à prendre le 'fixieme de la coupe /a 
l ^lifS bajfe ; lefixieme de la coupe la plus élevée , 
f multipliée par le triple du nombre des coupes , 
rpoir.s^; la féconde coupe en montant 'f le double- 
de la troifieme ; h triple de la quatrième j cr 
ainji de fuite ; ce qui donne une preniierefomme» 
2". Prendre la moitié de la totalité des deux 
coupes fupéricnre Ù' inférieure , Ô" toutes let 
coupes intermédiaires, 3". Div'ifer la première 
fùiiime p-n la féconde, & multiplier le ^uotient^ 
par la diftance commune d'une coupe à t autre. 

On peut s'y prendre de la mCme manière 
pour trouver la diftance du centre de gravité, 
a la verticale a-Z, menée par un point déter- 
minée de l'étambot (F/^. 102); en imaginant 
la carène coupée par des plans parallèles aa 
maître couple;mais comme il faudroït encore 
çiefurer les furfaces de ces couples , il vaut 
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mieux employer celles qu'on aura déjà mi 
furdes dans l'opération précédente / c-e 
pourquoi, on déterminera, comme on T 
fait ci-deflas , les centres de gravité^, ^, d 
' chacune des coupes parallèles à la quill 
Leur diftance à la verticale xz fera la mêm 
que celle du centre de gravité g de la tran 
che correfpondante. On multipliera chaqui 
coupe par la diftance de fon centre de gr, 
vite à la ligne .vZ, & regardant chaqu( 
produit comme l'ordonnée d'une ligne coui 
be telle que dans la figure i o i , on prend 
la moitié de la fomme des deux produits ex 
trÉmes, & la fomme de tous les produit! 
intermédiaires; & ayant multiplié le toui 
jpa.r l'epaiiTcur d'une des tranches > on le di 
vifera par Ja fomme de toutes les coupe, 
ântermédiaires , plus la moitié de la fommi 
des deux coupes extrâmes. 

A l'égard du centre de gravité du navin 
môme, foit en charge, foit hors de charge 
on ne peut pas en réduire la recherche, 
des règles aulTî finiples. Il faut entrer dan; 
une difcuflion détaillée des différentes par- 
ties qui le compofent, lui & la charge. 
Prendre les moments de ces différentes par 
ties à l'égard d'un plan horifoncal quoi 
imaginera pafler par la quille ; & leurs ma 
Kjents à l'égard d'mi plaii vertical perpeoj 
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culaire à la quille, & que l'on prendra ar- 
bitrairement j divifant ces deuxiomincs de 
noments, par le poids total du navire, on 
"a\ira la hauteur de ce centre, & fa diftance 
au plan vertical par rapport auquel on a 
confidéré les moments; & comme il doit , 
d'ailleurs, être dans le plan vertical qui 
pafTeroit par la quille, onaura donc fa fitua- 
tion. Mais il faut obfcrver que dans le cal- 
cul de ces moments, il faut multiplier non 
pas le volume de chaque pièce, mais fon 
poids, par la diftance du centre de gravité 
de cette pièce; centre qui ell facile à dé- 
terminer, après tout ce que nous avons dît 
jufqu'ici, furies centres de gravité. 

Propriétés des Centres de Gravité 

300. Il eft clair, par ce tjue nous ve-. 
nous dédire furies centres de gravité, & 
par ce que nous avons dit fur la réfultante 
de plufieurs forces parallèles, que fi toutes 
les parties d'un corps ou d'un (iflême quel- 
conque de corps, ont chacune la môme vî- 
tefle, ou tendent à fe mouvoir avec la môme 
vîtelîe; il eft clair, dis-je, que la nifultante 
de tous ces mouvements pafl"e par le centre de 
gravité de ce corps, ou decefiftôniede corps, 
& que par conféquent le fiftême fe meut ou 
tçnd à Te mouvoir, comme fl la totalité des 
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mafTes ^toit concentrée au centre de gravî-^ 
tel & étoit animée d'une vîtelTe égale î 
celle qui anime chacune des parties. 

301. D'où l'on doit conclure récjpro-t 
quement, que fi l'on applique au centre deJ 
gravité d'un corps libre, ou d'un fiflême d&l 
corps une force quelconque; toutes les par-J 
ries égales du fiflême partageront également^i 
ce mouvenient, s'avanceront toutes aveoj 
une égale vîteffe que l'on aura [ iSp) ea| 
divifant la quantité de mouvement appliquée I 
à ce centre, par la maffe totale du corps ou j 
du (iflême de corps , & cette vîtefTe aurai 
pour direction celle de la force appliquée au 
ccjitre de gravité. 

En effet, quelques foîentles mouvement»! 
que prendront les parties du fiflême, on voitjl 
clairement qu'ils doivent avoir pour téful* 
tante la force même qui a été appliquée ai* | 
centre de gravité ; puifque le fiflême eft fup- 
pofé libre, & que par conféquent rien ne- j 
détruit la force appliquée au centre degra-,j 
vite. 

302. Et puifque plufieurs forces appli- j 
quées à un même point, fe réduifent (ea J 
vertu des principes précédents) à une feule, J 
il en faut conclure généralement 3 que-J 
quelqitei forces que fort applique au centre deA 
gravUê dhm corps oit d'un jtfihns de corps ; cJ^I 
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ieîque nombre qit elles foknt, & quelque direc- 
te quelles aycm-^ toutes les parties de ce corps ^ 
jfde ce fi^Jme de corps, prendront une v'hejje 
\ale i laquelle aura la même direction que la ré- 
Jaltante de toutes c s forces . & fera égale à la 
quantité de mouvement qui représente cette force 
réfttltante) divifée par la majfe totale du corps 
ou dufijlême de corps. 

303. D'où l'on doit conclure que tant 
que les forces qui agijfcm fur un corps fe ré- 
duircnt ou pourront être réduites à unefeul dont 
la direâîion p Jfera par le centre de gravité, 
ce corps ne tournera point autour defon centre 
de gravité. 

304. Maïs fi les forces qui agifTent fur 
un corps ne peuvent être réduires à une 
feule; ou fi pouvant être réduites à une 
feule j la direciion de celle-ci ne paffe point 
par le centre de gravité , alors toutes les 
parties du fiftême ne feront pas mues d'un 
mouvement commun. Néanmoins le cen* 
tre de gravité fera mu de la même manière 
que fi routes ces forces y Croient immtîdia- 
tement appliqudes. C'efl: ce qu'il s'agit dc 
.'aire voir ailuellement. 

3o5' Suppofons d'abord trois cnrps 
M, N , P y{ }-ig.\o.\) mi!S fuivant des lignes 
parallèles /ID , B t ,CF (ïtuécs ou non fitudcî 
dans un môme plan, & mus avec des vl* 
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tefles repréfentées par les lignes ÂD» BÊ^ 
CF. Suppofons queCfoit le centre de gra 
viré de ces corps iorfqu'ils font en y^,B, C 
& G' leur centre de gravité Iorfqu'ils fon 
arrivés en D ,Ef Fou ils arrivent en niêm 
temps, puifque leurs vîteiTes ibnt repréfea 
t(?es par ^]D,BE CF. Si Ton mené la ligni 
GG', je dis qu'elle fera parallèle à ces lignes 
qu'elle fera la route que le centre de gravit 
G fuivra pendant le mouvement des corps 
& que ce centre de gravité G la décrira un 
formément, 

1°. Il eft facile de voir que la route di 
centre de gravité fera parallèle aux lign. 
^Z>, B£, &c. car à quelque endroit qu'oi 
le fuppofe dans un inftant quelconque 
on imagine un plan quî paffe parce centre' 
la fomme des moments, par rapport à c( 
plan, doit être zéro (270), Or fi l'on conçoi 
un plan parallèle aux dire£lions des corps 
& paffantpar le point G, les moments, p; 
rapport à ce plan , ne peuvent manque 
d'être zéro pendant tout le mouvement 
car les corps, dans leur mouvement fon 
fuppofés ne pas s'écarter de ce plan ; leun 
diftanccs à ce plan font donc toujours lei 
mêmes ; donc les moments font aufii tou'' 
jours les mêmes; mais au commencement d 
Inouvement, c'efl-à-dire;lorfijue le centi 
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fegravitéétoitenG, leur Tomme étoîtzéro; 
pncelle eiî encore zéro, en quelque en- 
froit de leurs dircdions que les corps fe 
oi'vent; donc le centre de gravité tll tou*- 
-jours dans un plan parallèle aux directions 
des corps, & qui palTe par la première po- 
iition G de ce centre. Et comme, dans ce 
raifonnement , rien ne détermine la pofition 
de ce plan, flnon qu'il doit être parallèle 
aux diredions des corps il^, A'', P, & palTei 
parle point G, on prouvera de même, queS 
ce centre eft dans tout autre plan parallèle 
aux direttions des corps, & palTant par F 
pointC; il eft donc dans l'interfection com-J 
mune de ces pians ; donc le centre 
gravité fe meut fuivant GG' parallèle aux 
direftions de ces corps. 

2". Je dis qu'il fe meut uniformément ; 
c'eft-à-dire, que fi lorfque les corps M, N » 
P,&c. font arrivés en a ,b^c , &c. On fup- 
pofe que le centre de gravité efl en^,on 
aura GG':Gg::^D : ^a:: EE:Bb :: Sic. 
c'eft-à-dire, que les efpaces décrits en même 
temps , par le centre de gravité , & par cha- 
cun des corps, feront comme leurs vîtefles. 
En effet, fi on conçoit un plan tepréfenté 
parfii", auquel les direiStions des mouve- 
ments foientperpen.-liculaires ; on aura , par 
la nature du centre de gravité {2.6 \)i 
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Et par la même raiforij lorfqu'ils font! 
D, £,F, on a A'/xD/.'+A xXiH-FxfZ.1 
(A'l-^N'+-P)xG'K. Si de cette t5quatî| 
on retranche la première, on aura ( en f 
f^nc attention que DH — yiH^^L 
EI~BI=B£, &c. ) MxyîD-+-AxBEi 
Fy.CF={M'^A-¥P)xGC'. Donc, 
la même raifon , iorfqu'ils feront en a, ^ 
on aura M x Aa ^ NxBb — P xCc = 
{M-hN~hP)xGg. 

Or puifque j4a, Bb, Çc font décrits uni 
fermement , dans un même temps y ces elpa 
ces (187) doivent être entre eux comme Iq 
VitelTesy^A B£,Cf, on a donc yîXî:f£^. 
yJa : Eb , AD x CP : '. Aa : Ce y doaf 

AD » ^^^ AU ' Subftituant cq 
valeurs datas notre dernière équation, 
chaffant le dénominateur AD, elle fe chai^ 
ge en {MxAD~^Ni^BE—PxCF)x^ 
(M~hN'+-P)xGgxAD. EnBn divifanl 
cette équation, par celle ou entre GG', où 
VlAo^——^, — , d'où l'on tire GG' i Gg : | 
AD : Aa\ ce qu'il s'agiffbit de démontrer J 
Obfervons, maintenant, que réquatioj 

du entre GG, donne GG= ^ ._^ 

Or les lignes JD, BE, CF^GG ' , font le 
TÎtcffc^ 
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ttefTes des corps A^, A^, P, & du centre 
1 gravité G; par conféqucnt MxADf 
< BE , 6cc. font leurs quantités de niouve- 
Donc puifque le raifonnement que 
ÎOus avons fait jufqu'ici, ne dépend point dii 
but du nombre des corps , on peut conclure 
Enéralement i". que fi tant àe corps que l'on 
mudra décrivent uniformément des lignes pa~ 
Jlelcs, le centre de gravité décrit aujfi, uni' 
k-mément, une ligne parallèle à celles-là. 2°. qué'i 
ïvitejfe efi égale à la fomme des quantités âi% 
Wttvement des corps qui vont dans un feus j 
U>ins la fomme des quaniiics de mouvement de 
ai vont en fens contrait e j le tout divifé 
■ la fomme des majfes. 
' 306. Si quelques-urls des corps étoient 
repos ; la vïtefle de ces corps étant alors 
Kro, la quantité de mouvement feroit auflt| 
Rro. Ainfi elle difparoîtroit dans Je numé- 
%teur de la fradion qui exprime la vitefTd ^ 
du centre de gravité. Mais cela ne chan- 
gcroit rien au dénominateur qui fera tou- 
jours la fomme de toutes les mafles. 

3 07- Si la fomme des quantités de 
tnouvemen: des corps qui vont dans un fens 
étoit égale à la lomme des quantités dé| 
mouvement de ceux qui vontenfens con- I 
traire, le numérateur de lafratUon qui ex-* 
prime la vîttfle du centre de gravité, feroit 
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zéro. Ce centre de gravité feroît donc j 
repos. Donc quels que foient Jes inoun 
iiients parallèles de plufieurs corps, le 
centre commun de gravité refle en repd 
quand la fomme des quantités de mouvo^ 
ment de ceux qui vont dans un fens , i " 
égale à la fomme des quantités de mouvi 
ment de ceux qui vont en (ens contraii 

308. Puifque les quantités de mouvl 
ment repréfentent les forces (18^); & qa 
la réfultante de plufieurs forces parallejj 
(2jï ) cft égale à la fomme de celles qj 
agiffent ou tendent à agir dans un fenjl 
moins la fomme de celles qui agiflent, 
tendent à agir, dans un fens contraire," con^ 
cluons donc que fi plufieurs forces parallèles 
font appliquées aux différentes parties d'nnfif' 
îême quelconque de corps , le c mre de gravité 
de ce fifiême fe meut comme fi ces forces lui 
étoicm immédiatement appliquées. 

309. Que les corps , en quelque nombre' 
qu'ils foient, fe meuvent, maintenant, fui- 
vant des lignes droites quelconques. Si on 
îmaginedeux lignes droites quelconques per- 
pendiculaires entr'elles; &à leur point de 
rencontre, une troiiieme qui foit perpendi- 
culaire à leur plan , on peut toujours décom- 
pofer la vîtefTe de chaque corps, en troÎB 
autres j parallèles à ces trois lignes. Or \ 
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t de ce que nous venons de dire , que là 
hiouvemenc du centre de gravité en vertu 
des rtiouvenîents parallèles à l'une de ces 
lignes , fera parallèle à cette même ligne > 
fera uniforme, & que fa vîtelTe fera égal» 
à la fomme des quantités de mouvement * 
eflime'es parallèlement à cetrc ligne , diviféâ 
J»ar la fomme dts niafTts. Donc fi l'oti 
conçoitque l'on ait déterminé, par ce prin- 
cipe, le mouvement du centre de gravita 
parallèlement à chacune de ces trois lignes j 
'& qu'enfuite on compofe ces trois mduve- 
knents pour les réduire à un feuî , ( ce qui eft 
pofiîble puifqu'ils font appliqués à un même 
^oint) on aura la route unique du centré 
ue gravité. Or comme les éléments qu'ort 
Emploie ici , ne font autre chofe que les for-* 
ces mêmes, qu'ont les corps, paralléîemenc 
à ces trois lignes, & que la force unique dil 
fcentre de gravité fe trouve,par-là,compoféê 
des forces réfultantes parallèlement à cha- 
cune de ces lignes, elle ne peut donc man- 
quer d'être égale & parallèle à la réfultantâ 
de toutes les forces appliquées à tous cej 
corps ; donc en général queiles quejoieiic lei 
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direSiions & les valeurs des forces appliqm 
différentes parties d'un fiftême de corps , le 
de gravité fe meut toujours ^ ou tendàfe 
voir-y de la même manière que fi toutes 
forces lui étaient immédiatement appliquées, 
310. Dans le raifonnement prdcédi 
nous avons dit qu'on pouvoit toujours _ 
compofet la vîteffe de chaque corps en trois 
autres, parallèles à trois lignes données de 
pofition. Cependant Ci la diredion de l'un 
des corps étoit parallèle au plan de deux ds' 
ces trois lignes, ou fi elle étoit parallèle J 
l'une de ces trois lignes , il -paroît qu'on n& 
peut, dans le premier cas, décompofer qu'en 
deux forces parallèles à deux de ces troiî 
lignes; 6c qne dans le fécond on ne peut faire 
aucune décompoiition, en forces qui foienï 
parallèles aux deux autres lignes. Non* 
obftant cette difficulté apparente, la pro- 
pofition n'eft pas moins générale : car on 
voit, par exemple, que tant que la ligne 
- 'AB{Fig. loy ) n'eft pas parallèle à l'une des 
deux lignes PR, PQ» on peut toujours dé- 
compofer la force rçpréfentée par AB , en 
deux autres AC y AD parallèles à ces deux 
lignes ; mais on voit, en même temps, que 
plus AB approchera d'être parallèle à PQ , 
& plus la force AD diminuera; enforte 
qu'elle deviendra aéro, quand ^B fera pa* 
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lallele à P^. Donc, dans ce cas, on n'eft 
pas moins en droit de fuppofer une décom- 
pofition en deux forces, mais dont l'une 
fbit zéro. Par la même laifon, on peut, 
dans ce même cas , fuppofer une décompo- 
lition en trois forces parallèles aux trois li- 
gnes PQ, PRf PStm^is deux de ces trois 
forces feront z^ro. 

3" I I . De ce que nous venons de dire J 
& de ce qui a éré dit (507), on doit con- 
clure que le centre de gravité d'un fifiême de' 
eorpi, reliera en repos, fi ayant décompop leî 
forces appliquées a chaque partie du fifiême , 
en trois autres forces parallèles à trois lignes 
perpendiculaires enîr'elles, la fomme des forces 
Q[* des quantités de moitvement parallèlement à 
chacune des trois lignes ^efi zéro^ en prenant 
avec des fignes contraires les forces qui agit 
fentdans des fens oppfés. 

512. Quand toutes ces forces font dans 
un même plan , il eft évident qu'il fuffit de 
décompofer chaque forceen deux autres, pa- 
rallèles à deux lignes perpendiculaires en- 
tr'elles , & menées dar\s ce même plan; car 
les forces perpendiculaires au plan étant 
alors nulles, le mouvement du centre dû 
gravité en vertu de ces forces eft nul auffi. 

3 I 3* Dans tout ce que nons venons do 
dirCj nous avons fuppofé que chacun des. 
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corps qui compofe le fiflênie, obéiffoît ph 
nement & librement à la force qui le foB 
cite. Mais les niâmes chofes n'ont paç moB 
jieu, quand ils font contraints dans lea 
mouvements, pourvu que ces obftaclçs i 
viennent point d'une force étrangère î 
iiftême j c'efl-à-dire , pourvu qu'ils ne foà^ 
autres que ceux qui rélultentde la diffic 
de fe prêter à ces mouvements, pari 
xnaniere dont ils font difpofifs entr'eu 
ou liés les uns aux autres ; ç'efi: ce, 
nous démontrerons , après avoir expofél 
loi générale de l'équilibre des corps, &J 
ioi générale de leurs mouvements. 

'principe général- de l'Equilibre 
Corps. 

3 I 4r Qitell.i que. Jo{em les forces ( aÀ 

fantes Ou réjïjiatites) appli/^ae'es à un corps l^ 
un fijiime de corps, à un-' machin? j &c. ' 
ûue/Ies , t^ue foient les direB'tons de ces forces I 
l'on conçoit ^ne chacufis /oit décomsofée en j 
autres , paralhles à trois lignes tirées par 
fpint ..^Kon. voudray-& perpendiculaires enû 
elles} ilfai4t,pour que toutes ces forces puiffcnt» 

fairt é^uUière, que lajomme* des forces t" 

'Nous encecidons loujoucs j den.t à agir dans un (c 
ici & dans h (Uite , par la I moiniJa loinme de celles^ 
femme dés force t , la fcimme 1 agiffent ou lendent à i 
^ç ceiki qi)i agifTent au ten- ] dans un feus op^orét^ . 
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^S'JT^"^ parallèlement à chacune àe ces trois li- 
4[n«, folt zéro.. 

En effet, nous avons vu (aj'S) que quel- 
ques fuffentle nombre & la nature des for- 
ces, on pouvoit toujours réduire toutes ces 
forces, à trois , dont les direftions fuflent pa- 
rallèles à trois lignes perpendiculaires entre 
elles. Donc fi l'on fuppofe qu'if y a équi- 
libre entre toutes les forces du fiflême, il 
faut qu'il y ait équilibre entre ces trois ré- 
fultantes, ou que chacune foît zéro. Mais 
ces trois réfultantes étant perpendiculaires 
entr'elles, ne peuvent ni fe nuire, ni fe 
favorifer; donc chacune d'elles doit être 
zéro. Or chacune d'elles (aïj) eft égale à 
la fommc des forces partielles qui lui fe- 
roient parallèles; donc en effet les femmes 
des forces qui (parla décompoficion) agif- 
fent parallèlement à chacune rfe trois lignes 
perpendiculaires entr'elles, doivent Être zt^ro 
chacune. 

3 ï 5 . Si toutes les forces ëtoîent diri- 
gées dans un même plan, ta foivme des 
forces paralles à chacune de deux lignes 
tiiées , dans ce plan, perpendiculairement 
Tune à l'autre, feroit zéro. Et fi toutes les 
forces étoient parallèles entr'elles, il ^^^i'- 
droit que la fomme de toutes ces £• 
§ât zéro. Ces deux cas font évideii 
Zliv; 
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compris dans la propofitîon généralc- 

3x5. Remarquons bien, que cette prot 
poficion aura toujours lieu , dans quelque, 
cas d'équilibre que ce foit; mais on auroifc 
tort de penfer qu'elle fuffît pour qu'il y aii 
équilibre. Les autres conditions néceffaire 
pour l'équilibre, varient fuîvant les qualh 
tés, ou les difpofitions particulières des pari 
lies du fiftême ou de la machine que l'oit 
confidere, nous nous en occuperons dani! 
le volume fuîvant ;il ne s'agit ici que de^ 
principes généraux. 

3 I 7- Ce principe efl: général, foît qui 
les forces qui font appliquées aux difFéreni 
tes parties du fiftême, foient toutes agiC 
fantes, foît que quelques-unes feulemeit 
foient agiffantes. & les autres capables fea 
lement de réfifter; tels feroîent des ap 
puis, des points fixes, des furfaces, &c 
qui s'oppoferoient à l'adion dés autres for 
ces. Car les réfifiances de ces obftacies 
équivalent à des forces agiffantes. 

Principe général du Mouvement. 

3 I 8 • -Dtf (]ttel{jUe manière qife pluficur 
corps viennent à changer leurs mouvement 
aSîuels ; fi Von conçoit que le mouvement 
chaque corps auroit dans Pinftant Ju'vuant j s' 
4eycn6it Hh e , foit décomptée en deux autr,^ 
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f&ar l'un fait celui (ju il aura réeUfrnent après 
t changement ; le fécond doit être tel que fi 
macun des corps n'eut eu d'auires mouvement 
W ce fécond j tous les corps fujfent demearçs. 
1 équilibre. 

Cela eft évident , puifque fi ces féconds 
houvements n'étoient pas tels qu'il en ré- 
iiltât réquilibte dans le fiftême^ les pre- 
hiers mouvements compofants, ne feroienc 

pas ceux que le corps auroient aprçs le 

ihangement, car ils feroient néceflairement 

alttirés par ceux-là. 

Ce principe eft dû à M. d'Alembert^ 

Voyez fa Dynamique. 

Conféquences qui réfultent des deux 
H principes précédents , par rapport au 
K- mouvement du Centre de gravité des 
H Corps. 

^Ê 319* Concevons maintenant , que ptu-. 
^■eurs corps , foit libres , foit liés entr'euK 
^■e. quelque manière que ce foit, ( de ma- 
Kniere cependant que rien n'aiïujettifle le 
fiftême de tous ces corps ) viennent à re-» 
cevoir des impulfions quelconques auxquel- 
les ils ne puiffent obéir pleinement , parce 
)^u'ils fe gênent réciproquement : je dis que 
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le centre de gravltt! fera mû, comme fîtouH 
ces corps euflcnt été libres. 

En effet, quelque foit le mouvement que 
chaque partie du fiftême prendra, on peut 
toujours (22Ï ) concevoir celui qui lui eft 
imprimé, comme compofé de celui qu'il 
prendra, & d'un autre. Or (518 ) en vertu 
de ces féconds mouvements, il doit y avoir 
équilibre ; donc fi Ton coni^oit ces féconds 
mouvements décompofés, chacun, en trois 
riucres parallèles à trois lignes perpendicu- 
iaires entr'elles , la femme des forces quî 
en réfulteront parallèlement à chacune de 
ces lignes , doit être zéro ( j 1 4-). Or le che-. 
min que le centre de gravité tend à dé- 
crire en vertu de chacune de ces forces, eft 
(505) égala lafoinnie des forces parallèles 
à chacune de ces L'gnes, divifée par la foni-4 
me des corps; donc le chemin qu'il tend J* 
décrire en vertu des changements furvenu 
dans le fiftême, par l'a£tion réciproque ded 
parties de ce fiflêmç , eft zéro ; donc le! 
centre de gravité ne participe point à ces| 
changements. Donc il eft mû comme 
toutes les parties du fiftême obéiffoîent'li- 
bremem & fans aucune perte, chacune à I«u 
force qui la follicice. 

Donc^en générai, Vétat du centre degravïtA 
d^m corps m d'un fijïme de cçrps , ne chof^ 
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toim par l'avion jnuiuçlle des partiel de ce 
îOi'ps ta de ce Jijîême. 

3 2 O. Concluons de-là i". que fi un corps 
eu unjijlêms de corps tourne autour de fin cen- 
tre de gravité i de quelque manière que ce fiit j 
ce centre rejicra continuellement dans le mêm; 
itat que [t le corps ne tournoit pas. 

3 2 I. 2". De ce même principe , & de 
ce qui a été dît plus haut fur le mouvement 
du centre de gravité des corps libres , il fuit 
que (i un corps de figure quelconque f ou 
vn affemblage quelconque de corps, reçoit 
une impulfion fuivant une direction quel- 
conque y^B (f;^. io6) , laquelle fe tranf- 
mette tout entière à ce corps i le centre de 
gravité G fçra mû fuivant une ligne GS pa- 
rallèle à ABfdQ la même manière quèfi 
cette force luî étoit immédiatement appli-^ 
quée fuivant cette même direction. Et fi 
plufieurs forces agiflent à la fois fur dif- 
férents points de ce corps , fon centre dç 
gravité fera mû , comme fi toutes ces forces 
yétoient immédiatement appllqi.:t'es. 

322. Donc fi au moment- où le corps 
efl frappé fuivant la direction y^B, on appU- 
quoit au centre de gravité G une force di- 
rigée enfens contraire fuivant SG , & égale 
à la force qui agit fuivant j^B , le centre de 
grayiçé reflétait en jepos. Néanmoins il cft 
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évident que les autres parties de ce corps ne 
demeureroient point en repos, puifque ces 
deux forces , quoique égales , ne font pas 
directement oppofées. Or le feu! mouve- 
ment que le corps puille avoir » fon centre 
de gravité reliant en repos , eft évidemment 
im mouvement de rotation autour de ce 
centre de gravité. 

Doncjï tm corps refoh une ou plujieurs im- 
plufiom faivam des direêliom qui ne pajjent p&inp 
par fon centre de gravité ', \°, ce centre de gra- 
vité fera ma , comme fi toutes les forces lui 
étaient immédiatement appliquées , chacune fui- 
vant une direSiion parallèle à celle quelle a. 
2°. Les parties de ce corps tourneront autour da 
centre de gravité , comme elles le feraient en 
vertu des forces quifoni aBuellemem appliquées. 
au corps , fi ce centre de gravité étott fixement 
ettaché. 

Nous déterminerons ces mouvements de 
rotation dans le volume fuivant. 

3 2 3 • Concluons encore que fi l'état du 
^ centre de gravité d'un corps, vient à chan- 
ger , ce ne peut être que par l'aftion ou par 
la réfiftance de nouvelles forces étrangères 
à ce corps ; & que par conféquent ce chan- 
gement fe déterminera toujours en cher- 
chant la réfultante quauroient toutes ces 
forces fi ellefr étoîeat appliquées au centre 
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de gravité , chacune fuivant une direftion 
parallèle à celle qu'elle a acluellement. 

Tels font les principes généraux du mou- 
vement ÔC de l'équilibre des corps féli- 
dés. Nous réfervons pour le volume fui- 
vant les applications de ces principes , aux 
différents cas de mouvement & d'équilibre 
qui peuvent fe rencontrer dans l'ufage i ÔC 
nous paffons à l'équilibre des fluides. 



£>E L'EQUILIBRE DES FLUIDES, 
ET DES Corps qui y sont plongés, 

3^4- i^uoiQUE nous ignorions jufqu'où 
va le degré de ténuité des parties des fluides» 
nous ne pouvons douter , néanmoins, que 
ces parties ne foient matérielles & que par 
cette raifon , la Joi générale d'équilibre & 
celle de mouvement que nous avons établies 
ci-deffus , ne leur conviennent comme aux 
corps folides. Mais comme cette loi d'é- 
quilibre n'eft pas la feule néceflaire , ainfi 
que nous l'avons déjà dit ; il nous faut exa- 
miner s'il n'y a point quelque autre loi gé- 
nérale dont cet équilibre peut dépendre. 

3^5- Comme l'équilibre confifte dans ^^™ 
U deftru^tion de toutes les forces , Si. que ^j^H 
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nous ignoro:is la manière dont les partîeâl 
des fluides fe tranfinettent leurs forces lei | 
unes aux autres , ce n'eft qu'à l'expérience j 
que nous devons avoir recours , pour établit! 
nos premiers principes : nous commence- 
rons donc par expofer ce que l'on connoît,! 
par expérience, déplus certain fur cette! 
matière» Mais auparavant , nous obferve-l 
xons qu'il faut diftinguer deux fortes de ï 
fluides. Les uns dont Jes parties font ouf 
peuvent être regardées comme abfolument ! 
dures, & qui , prifes en maffefont incom- 
preiïibJes ; c'eft-à-dïre , ne peuvent être ré- 
duites à occuper un volume plus petit quâ j 
celui qu'elles occupent dans leur état natu- 
ïel ; telle efi l'eau , & telles font la plupart^ 
des liqueurs. Les autres font compofés de ■ 
parties comprelTibles & élaftiques , c'eft-à- 1 
dire, capable d'occuper un efp ace plus pe- I 
tit , lorfqu'on les comprime , & de repren- 
dre leur premier état, lorfque la caufe qui 
les réduifoit à un plus petit volume, ceffe . 
d'agir ; tel cft l'air. Nous parlerons d'abord 
des fluides incompreffibles. 

526. Voyons maintenant ce que l'ex- 
périence peut nous apprendre fur l'équilibia I 
des fluides. 5'oit AECD (Fig. 107 6cio8 ) ' 
un canal compofé de trois branches AB f . 
BC y CD d'un diamètre égal. Si l'on con-* 
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Mt que dans chacun de ces deux canaux , 
i verfe de l'eau par h branche ^B , elle 
^iTera de la branche fîCdaiis la branche CD ; 
l iorfqu'on aura ceffé de verfer , la furface 
Be l'eau contenue dans chaque branche fe 
Bouvera dans une même ligne horifontale 
V-D , quelle que foit d'ailleurs l'incllnairon 
î la branche BC. C'eft un fait très connu, 
que nous prenons pour principe. Voici 
Raintenant les tonféquences que ce fait 
pus fournit. 
3 2 7* Si par tel point E que l'on voudra t 
Bn imagine J'horifontale £f , il eft vifible 
|ue le poids de Teau contenue dans EBCF 
; contribue en rien à foutenir les colon- 
ies yiE & DF; que par confisquent cet dqui- 
tre auroit encore lieu Ci le fluide , contc- 
1 dans hSCF perdoit tout à coup fa pefan- 
eur. On doit donc regarder ce fluide coni- 
lie étant feulement un moyen de commu- 
fccation entre la colonne ÀE & la colon- 
ie Z>F; en forte qu'il tranfmet à la colonne ' 
pf toute la preiTîon que la colonne y/F 
jKerce fur lui ; & réciproquement, il tranf- 
het à celle-ci , la preflîon que DF exerce 
fut lui, II n'eft pas moins évident que U 
même cliofe auroit lieu , fi au lieu de la co- 
lonne AE & de la colonne DF on fubfti- 
tuoit deux prenions de même valeur ; oa 
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peut donc , de-là conclure en gdnéral , c 
(î un jlitide fans ptfanteur eji renfermé dans\ 
vafc quelconque ; & qu'ayant fait une outA 
ture a ce vafe, on applique une prejjion q» 
conque à cette ouverture , cette prejjion fe i 
pandra également dans tous les fens. PuîfM 
l'inclinaifon de la branche BC ( Fig. 
n'empêche pas que les chofes ne fe patTent 
delà même manière que dans la ftg. 107* 

3 2 8* Il eft facile de voir maintenant, 
que non-feulehient Ja preflîon fe tranfmet 
également dans tous les fens ; mais encore, 
qu'elle agit perpendiculairement fur chaque 
point de la furface duvafe qui renferme le 
fluide. Car fi la preffion qui agit fur la fur- 
face n'agiffoic point perpendiculairement j 
il eft facile de voir qu'elle ne pourroit être 
détruite entièrement par la réfiftance de 
cette furface; il en réfulteroit donc une ac* 
tion fur les parties du fluide même, laquelle 
ne pouvant manquer de fe tranfmettre dans 
tous les fens (327), occafionneroit nécef- 
fairement du mouvement dans le fluide ; il 
ne feroit donc jamais pcffible qu'un fluide 
reftât en e'quilibre dans un vafe j ce qui eft 
contraire à l'expérience. 

329. Concluons donc de-Ià que fi les 
parties d'un fluide contenu dans un vafd 
quelconque i4BCZ> (F»g. lop) ouvert vers 

U 
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la partie AD , foht follicitées par des forces 
iquelconqucs , & demeurent ndanmoins en 
iéquilibre , ces forces doivent être perpen- 
diculaires à la furface AD j car s'il y a 
équilibre , cet équilibre ne fubfiftera pat 
moinsfiTon applique une enviloppede mê- 
me figure que la furface AD , or nous ve-» 
nons de voir que dans ce cas, les force» 
qui agiflent à la furface AD doivent êtra 
perpendiculaires à cette furface. 

3 5 O. Suppofons donc que les forceà 
qui agifTent lui les parties du fluide j font 
la pefanteurniême,& alors nous conclurons 
<5ue !a diretlion de la pefanteur cft nécef-; 
fairement perpendiculaire à la furface deâ 
eaux tranquilles ; & que par conféquenft 
tes parues d'un même fluide pefam doivent ^tt^ 
de niveau pour être en éi^uilibre , quelle que /bit 
eCailhurs la fi^are du va/e qui les renferme. 

3 3l- Concevons maintenant, quéld 
Vafe ABCD ( Fijr. 1 1 o ) (îtant fermé de tôU" 
tes parts, foit rempli d'un fluide fans pé» 
fanteur j & qu'ayant fait une très-petite où-» 
Verture en £ on y applique une prelfiort 
quelconque : il eft évident que la préfliorl 
qui en réfultera fur la furface plane repré'- 
fentée par BC, rie dépendra nullement dd 
la quantité de fluide contenue dans ce vaftj 
ni de la figure du yafe > mais que puifqu^ 
A* 
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la preflîon appliquée en E fe tranfmet égale- 
nient dans tous les fens (527) celle de BC 
fera égale à la preflîon qui agit en un point 
de l'ouverture E , répétée autant de fois qu'il 
y a de points dans BC. 

333. Par la même raîfon , la preflioti 
appliquée en E fe tranfmettant dans tous les 
fens , agira pour écarter le fonds fupérieuï 
j4D\ & la force avec laquelle elle agira fera, 
pour chaque point , égale à la preflîon qui 
agit en un point quelconque de l'ouverture 
£; en forte que le fonds JlD eft prefl"d per- 
pendiculairement du dedans au dehors avec 
une force égale à la preflîon qui agit en un 
point quelconq,ue de l'ouverture E , répéj 
cée autant de fois qu'il y a de points dâiâ 

3 3 3- Imaginons maintenant que le va 
'j^BCDEF {Fig. I n ); dont la partie CO i 
horifontale , fait rempli d'un fluide pefan 
Je dis que la preflîon qui en réfufte fur \ 
fonds C'O, ne dépend nullement de laquaâ 
tité de fluide contenue dans le vafe , mai 
feulement de la grandeur de CD , & de ; 
hauteur de la furface ^^j au defl'us de , 
bafe CD. 

En efî"et , concevons l'horifontale BE 
& imaginons que le fluide contenu dad 
BCDE, devienne tout-à-coup fans pefan 
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hr ; il eft évident , p.ir ce qu'on vient de 

nre (321) qu'un filet vertical quelconque 

'du riuide pefant contenu dans AhhF ^ 

Kerce au point K , une preffion qui doit fe 

giândre également dans tout le fluidô - 

'CDE i que cette priMlion agit cîgalemenÊ 

J bas en haut pour repoulTer Taclion de 

■acun des autres filets qui répondent vei:- 

fealement aux différents points de BE; donc 

Ifilet IK fait , lui feul , équilibre à tous les 

■très filets de la mafle AUEF }, donc la 

afTe BCDE étant toujoms fuppofée fans 

efanteut) il ne réfulte d'autre prelÏÏon ail 

■nds CD , que celle du filet ÎK ^ laquelle 

f tranfmettant également à tous ies points 

\ CD j y occafionne une preffiorl égale à 

îlle qui s'exerce au point K , répétée aii^ 

Ht de fois qu'il y a de points dans CZ?*' 

bnc fi on imagine ( Fig. 1 1 2 ) un Huide pe* 

lit contenu dans 4flCDF, divifé en tranchéà 

''hotifontalesîla tranche fupérieure ne cont- 

ïilunique pas au fonds CD d'autre adlon 

que celle que communiqueroit le filet ah ; 

& la même chofe ayant lieu pour chaque 

tranche , le fonds CD n'eft donc p-effé qud 

comme il le feroit par la fonime des filets 

ab ybc ycd f &c; ôcpuifque cette preifion fe 

tranfmet également à tous les points drf 

CD ( elle eft donc égale à CD multiplié* 

Aaij 
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par la fo m me des preffions que les fild 
eb ■, bc cd, font capables d'exercer fur f 
jnême point- • 1 

Donc 1°. jî h fluide ACTi¥ ejl homo^^en^ 
c'eji-à-dire , compofé de parues de même naîtft^ 
de même pefanteur , &c. la prejfwn fur le foià, 
CD )/fM exprimée par CD x ag ; f cjl-à-din 
fera mefuréc par le poids du prijme ou du cya 
dre qui aurait CD pour bafe & ag pour kà 
tear. 

2". Si le fluide ef compofé de tranches\ 
'différenlei derftiés ^ la preffion fur CD, 
exprimée par CD multipliée par la fomme ( 
pefanieurs fpécifqites de chaque tranche ;]g l 
par la fonime des pefanteurs fpécifiqueJ 
& non par la fomme des poids ; car f 
n'eft, point de ia quantité de fluide conq 
nue dans chaque tranche , que dépend j 
preflion , mais feulement de la pefanta 
propre d'un filet. 

Il faut bien obferver que , ce que no 
difons ici , a lieu foit que le vafe aille i 
s'élargilTant par en haut , foit qu'il aille \ 
fe létréciffant » comme dans ta Fig. i il 



* On doit fe rappfller ici , 

ce que nous avons déjà dit, 
ailleurs >qua la pefanteur fpé- 
cifiquc d'une matière guel- 
(cn^ue , eft la pefanteur ab- 



folued'un volume connu J 
celle matière, de celui ^ 
l'on prend pour unité 
meltire de U capacité Jh Gin| 
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La prefiion que le fluide renfermé dans 

■iCDFexerce fut CD, eft la même que celle 
qu'exerceroit le cylindre ECDG s'il étoit 
templi de fluide, à môme hauteur. 

3 34- Ce ce qui précède , il efl facile 
le conclure que fi deux fluides NHCBTL 
El'LM{F.g. 114) homogènes chacun, 

bais de différente denfitél'uu à l'égard de 
Kautre , fe communiquent en IL dans un 

afe quelconque , ils ne peuvent être en 
lilibre qu'autant que leurs hauteurs 
6F, iK, audeffus du plan horifontal /■/- de 
^paration , feront en raïfon inverfe de leurs 
kefanteurs fpécifiques. En eftet le fluide 
\fBCGO pouvant être de lui-même en équi- 
Ibre ( 550 ) , il faut que MHGO puiffe faire 

quilibre à El LM; il faut donc que la pref- 
Eon que NHGO exerce de bas en haut fuc 
WL foit égale à celle que EFLM exerce de 

auten bas fur FL.Or (553) la prefljon que 
yFJGO exerce fur FL , eft égale au poids 
jun prifmeoud'un cylindre de ce fluide, 
■uiauroitiK pour hauteur, & FLpour bafe; 
Tailleurs ce poids eft égal à ia pefantcur 
liécifique multipliée par le volume ; donc 
n on nomme P cette pefanteur Tpécifique, 
il aura pour expreflîon PxIK^ÎL. Par ta 
même raifon, fi l'on nomme ^ ia pefanteur 
fpécifique du fluide EELM ^ on aura 
Aaiii 
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pxET>(FL pour la pefanteur abfoïue ée i 
fluide , ou pour la prcfTion qu'il exerce t\ 
fL. Il faudra donc que y.1KxFL=^pxRFKFM 
ou que FxIK=pxEF; donc P :p ■■ : Ef: IW 
les hauteurs AF, 7/v doivent dnncêtrel 
raifon inverfe des pefanteuis (péclfiqul 
Ainfi , par exemple , Ci LF3C H N étoicf 
mercure , & El'LM de l'eau ; commel 
mercure eft 14. fois auifi pefant que l'eal 
il faudroit que la hauteur IK. fût 14 fJ 
plus petite que EF ; c'e(î-à-dire , fût 
14.^ partie de EF , quelque figure qu'd 
d'ailleurs le vafe. 

3 3 5' P^"^ ^'^ ^"^ nous avons dit jd 
qu'ici , on voit donc que la manière d'ai 
des fluides eft bien différente de celle oT 
folides. Il n'y a , à proprement parld 
{Fig, U2) que la partie ECDG qui exeij 
fan a£lion fur la furface CZP ; & (Fig, 
îa furface CD eft preiTé par ACDF comA 
elle le feroit par tout le poids du fluide co 
tenu dans le cylindre ECDG^za lieu qud. 
c'étoit un folide, fi par exemple , le fluîa 
^CDF venoît à fe glacer, le fond fupportf 
roit une preffion égale au poids de la tot3 
lité ACDF (F^. 1 12) & au poids de ACÉ 
leulement ( Fig, 1 ij). 

3 3^- Mais il faut bien dïftinguer : 
entre la preffion <jue le fonds CD épron 
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: la part du fluide, & celle que l'on auroît 

i foutenir fi l'on vouloir porter le va(e. Il 

: fur que fi le fonds CO venoit à fe dé- 

licher , il ne faudroit employer autre chofe 

our l'arrêter {fig. 112) qu'un eifort égal 

poids du cylindre ECDG ; mais fi l'on 

buloit porter le vafe ; il faudroit employer 

(n effort dgal au poids de l'eau contenue 

[ans tout le vafe ; c'efl: ce qu'on va voit 

■ncore plus gtînéralement , après que nous 

lurons donné la jnanîere d'évaluer la preHion 

Hir les furfaces planes obliques , & fur les 

piirfaces courbes. 

337. Soit donc ^CDF {Fig, iij- 
1 (î ) la coupe verticale d'un vafe ter- 
hiné par des furfaces planes ou courbes 
jiclinées , commel on le voudra, à l'ho- 
Kfon. Si Ton conçoit une tranche infinî- 
nent mince aède, on peut faire abf- 
Eraclion de la pefanteur de cette tran- 
phe ; & confidérer cette tranche comme 
effée , par le fluide fupérieur. Or cette 
brefllon fe répand également à tous les 
fcoints de la tranche , & agit perpendiculai- 
rement fie également fur chacun des points 
des faces ac , ^d. Donc puifque f î J î ) cette 
force eft celle que le filet feul IK feroit 
naître , la pceflîon qui s'exerce perpendicu- 
lairement fur &d fera exprimée par bd-Klis.; 
Âaiy 
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& il eft évident qu'il en fera de même! 
au lieu de regarder bd comme une petia 
ligne droite, on la regarde comme une j 
tire furface. 

3 38' C'eft donc à dire , en général , < 
la prejfion qui s'exerce perpendiculairement J 
une furface infiniment petite quelconque ,far X 
fiuide pefam i& homogène , s'ejîime par le pÂ 
duil de cette fin-face , multipliée par fa dtjiaa 
à la ligne de niveau AF 

3 3 9* Donc la preflion totale qui s'exéj 
cera fur une furface plane quelconque I 
tuée comme on le voudra, eft ëgale à 
fomme des produits des parties înfiniraej 
petites de cette furface , multipliées 
cune par fa diftance au pian de niveau , < 
à la furface fupérieure du fluide. Mais par I 
nature du centre de gravité, la fomme de cj 
produits eft égale au produit de la furfatf 
totale, multipliée parla diftance défonce! 
tre de gravité au même planhorifontal ; doq 
la prefjion quun fiuide pefant exerce contre t 
furface- plane oblique y a pour mefure le proâA 
4e cette furface par ht dijîance Hefon centre J 
graviif au plan de niveau.. 

340. Comme les prenions qui s'exerce 
Air chaque point d'une même furface plana 
font perpendiculaires à la furfaqe , Ôc 
ÇQi;féquerit pataUeies. enti'eUes , la réfqj 
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bnte ou Ja preffion totale doit (2jy ) leur 
ïe parallèle ; or , comme nous venons de 
^terminer fa valeur, ainfi que celle de 
pacune des prciTions partielles, il fera aîfô, 
ce quia été dit (255), de déterminée 
band on en aura befoin, par où pafle cette 
ifultante, qui, comme ii eft aifé de le voir, 
E doit point pafler par le centre de gravité G 
î cette furface (Fi^. 1 17), mais à quelque 
flance au delTous. Il n'y a que dans le cas 
1 la furface eft infiniment petite qu'on peut 
uppofer que la preffion totale pafTe par le 
tentre de gravité de cette furface inclinée. 

3 4 !• Voyous maintenant, cequiréfulto 
le toutes ces prenions, dans le fens verti- 
ial, &dans le fens horifontal. 
I Quelle que foie la figure d'un corps , on 
Bcut toujours concevoir ce corps, comme 
lafTembiage d'une infinité de tranches pa- 
Ileles entr'elles , & fe repréfenter la fur- 
àce du contour de chaque tranche, com- 
pe l'afTemblage de plufieurs trapèzes dont 
nombre eft infini, quand ïa furface eft 
tourbe. Ainfi, pour évaluer ce qui réfulte 
Be la prefiion qu'un fluide exerce, foït fur 
les parois intérieures d'un vafe, foît fur la 
furface extérieure d'un folide qu'on auroïc 
plongé dans ce fluide, il faut évaluer ce qui 
{^fulte de la prefllon fur 1^ furface d*ua 
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trapèze d'une hauteur infiniment petîti_ 

Concevons donc (fig. 118) un trapèze 
yiBCD dont les deux côtes parallèles foienc 
ABàcCDi & dont la hauteur foit infini- 
ment petite à l'égard de ces côtés ^B & CD, 
Qu'au centre de gravité G de ce trapèze , on 
ait appliqué perpendiculairement à fon plan, 
une force P dont la valeur foit exprimée par 
le produit de la furface de ce trapèze , multi- 
pliée par la diftancc de fon centre de gravité 
a un plan horifootal XX. 

Pour déterminer l'effet de cette force , 
tant dans le fens horifontal , que dans la 
fens vertical, je conçois par la ligne CD un 
plan vertical CDFE, & par la ligne .^fî 
que je Tuppcfe horîfontale, j'imagine le 
plan horifontal ^FEB. Et ayant mené les 
lignes verticales CE , DF qui rencontrent 
ce plan, en E&cF^ je mené Bfiôc^F; 
enfin, par la direction GP de la force P, je 
conçois un plan KIH auquel CD foit per- 
pendiculaire, 6c dont HGK & H/ font les 
interférions avec les deux plans y^BCD, 
FECD : ce plan fera perpendiculaire aux 
plans AECD^FECD {Géom. 184), puifque 
CD eft leur înrerfe£tion commune : enfin 
du point fC pris fur y^Bôc HiC, je mené Kl 
perpendiculaire auplanfSCDjC 
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e peut manquer d'être perpendiculaire à 

Cela pofé, je décompofe la force f* en 
ieux autres qui foient dans le plan. KïH 
Tolongé , & donc l'une GL io'it horifon- 
ïle ou perpendiculaire au plan FECD , fie 
autre GM , foit verticale. J'aurai donc en 

mmant L ix. M ces deux forces , & for- 
aant le parallélogramme GMNL fur la li- 
ne GN prife arbitrairement pour diago- 
ale, j'aurai (22 y) P:L: M : : GJV: GL: 
tAI , ou : : GJV: GL LM Mais comme 
e triangle GLN a fes côtés perpendicu* 
aires fur ceux du triangle K(H j ces deux 
liangles font femblables ( Géom. 11 i ) » ôc 
'on a GJV: GL:LN::HK: Hl: ÏK ; donc 
':L-.J\4::HK:HI:IK. Multiplions ces 
rois derniers termes par — ^— x GG' ^ ce 
[ui ne changera point le rapport; & nous 
.urons P i L:M: :BK% '-^^^ x GG' : 

^B-t-CD 



Obfervons maintenant 



^GG', 
que HK X 
- eft la furface du trapèze A B C D. 
a*. Que puifque CE & DT font parallèles , 
& qu'il en eft de même de CD & LV , on a 
CVlt-EF; donc /Kx "^^^^^ eft la même 
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chdfe que IKx , & par conféqud 

eft la furface du trapèze AFEB. 3°. '. 
comme on fuppofe que la hauteur du t 
peze y^BCD eft infiniment petite à i'ég 
des côtés y^B & CD, tf qui eft égaît 
CD, peut être prife à la place de ^Ë 

6c de CD , enfotte que Hix ~ fe rédq 

à HlxEF qui eft la furface du re^ang 
BCDF. On a donc P:L:AI:: yiBCD x GC 
tCDFx GG' : AFEB x GC. Mais noi^ 
avons fuppofô que la force P étolt exprima 
par ^BCDxGG'i donc la force i eft 
primée par ECDFxGG' ; & la force M 1 
exprimée pa.r ^FEBxGG'. 

Comme le triangle n'eft autre chofe qu'l 
trapèze dont un des côtés parallèles 
zéro, la même chofe à donc lieu pour l 
triangle. 

Concevons maintenant, que des angfq 
^, O, C, B on ait mené des perpendicu 
iaires fur le plan XZ. On peut fe repréfed 
ter ces perpendiculaires comme les arrêta 
d'un prifme tronqué dont la bafe horifontafl 
feroit égale à AFEB y &; dont la bafe J 
clinée eft ^BCD. Or comme ^B & CÛ 
font fupppfées infiniment proches , la folfl 
dite de ce prifme tronqué n'eft pas cenfôj 
différer de celle du pcifme qui autoit la ma 
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lie bafe, Je qui auroît GG' pour hauteur ; 
nais cette dernière auroit pour exprefiîoa 
ffEB>-GG' qui eft précifément celle que 
tous renons de trouver pour la force verti- 
ale ^i donc cette force a auffi pour ex- 
lïe.lion la folidiré du prifme tronqué qui a 
bur bafe inclinée /iBCD , & pour bafe ho- 
ïontale la projedion de ÂBCD fur le plan 
prifontal XZ. 

I 342. Imaginons j aâuellement , un fo- 

pc quelconque, coupé en une infinité de 

janches horifontales , telles que ABDE aùde 

Fig. 119)5 & que perpendiculairement au 

fcntre de gravité de la furface de chaque 

apeze dont on peut imaginer que la fur- 

«e du contour de cette tranche eft corn-* 

^fée , on ait appliqué des forces repré- 

ntées chacune par le produit de la furface 

I trapèze correfpondant, multipliée par la 

Èftance de fon centre de gravité à un plan 

prifontal X'Z. Ces forces feront les pref- 

ôns qu'un fluide pefant exerceroit fur la fur- 

tce intérieure de la tranche ABDE abde 

|un vafedans lequel il feroit contenu; elle* 

Broient au/Iî les preffions qu'un pareil fluide 

îxerceroit fur la furface extérieure d'un fo- 

lide qui y feroit plongé. Or nous venons 

de voir que fi l'on décompofoit ces forces 

en deux autres , l'une verticale , & l'autre 
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horîfontale ; chaque force vertt:ale fen 
repréfentée par le prifme tronqué t^4i a pd 
bafe dans le plan horïfontal A'Z,laprtie£tM 
du trapèze fur ce plan , & qui a potr bî 
inclinée ce trapèze même. Donc Ja fcmn 
des forces verticales , ou la force vertit^ 
unique qui en réfulte, fera repréfentée 
la fomme de tous ces prifmes tronqués jl 
comme la même chofe doit s'entendre i 
chaque tranche horifontale ; il faut donc 1 
conclure i°. que Ji un vafe àe figure qtm 
conque A C D F ( Fig. 112) efi remp/t , 
fiiiide jufqiià la ligne quelconque AF y il net 
fuite de toutes les prenions que le fluide exe\ 
fur chacun de fes points, d^ autre force verticoi 
qu'une force repréfentée par la fclidité ou plviX 
par le poids du volume que le fluide occupe. ' 

2°. Que^ un corps tel que AEDBM (Fl 
,1 20) j dont AIBF efi la plus grande coupe " 
rifontale ejî plongé dans un fluide à une pA 
fondeur quelconque , & que l'onfa/fe abftractim 
de la prej/îàn qui s'exerceroit fur la partie ftt% 
périeure AMB; l'effort vertical du fluide po{ 
le fotilever , ejî égal au poids du volume t 
fluide qui feroit compris entre le niveau XZ 
ia furface AIBFÊ, & la furf ace convexe fo^ 
mée par les perpendiculaires abaijjees de toiÂ 
les points du comoat AIBF ,fur le plan X2 

Si l'on confiddre enfuïce la preffion qia 
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Hmndecrupe horifontalcjon voit parla mê- 
me raifm j qu'il réfulteroit des preffions du 
fluide ^ir cette furface, qu'il en réfulteroit , 
dis-if> dans le fens vertical, & pour pouffer 
le cJrps en bas , un effort égal au poids du 
voîume du fluide qui feroit compris entre 
cette même furface , celle A' F' B' V de fa 
projeftion , & celle que forment les perpen- 
diculaires menées de tous les points du con- 
tour ^/j!jf. Donc fi du premier effort verti- 
cal , on retranche le fécond, on voit que le 
corps efl: pouflTé verticalement de bas ea 
haut, par un effort égal au poids du volume 
xle fluide dont il occupe la place. 

343* Concluons donc généralement," 
que fi un corps eji plongé dam un fluide quel" 
conque, il y perd une partie de f on poids , égale 
au poids du volume de fluide qu'il déplace. 

3 44' Il nous relie maintenant deux 
chofes à examiner ; la première eft de favoit 
pour oLi paffe l'effort vertical réfultant des 
preffions du fluide : la féconde, ce que de- 
viennent les forces horifontales. 

Quand à la première, il eft facile de voir 
que cet effort vertical doit paffer par le 
centre de gravité du volume de fluide qui 
a été déplacé. En effet, fi on contjoit ce 
volume décompofé en une Infinité de filetj 
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verticaux, l'effort que le fluide exerce pottf 
poufTet verticalement chaque fiiez eft ex- 
primé ( Î4.2) par le poids d'un voitme de, 
fluide égal à ce filet. Donc pour atoir la 
diftance de la réfultance , à un plan 'etci- 
cal quelconque , il faudroit multipliei Ui 
mafTe de chaque filet confidtîrée comme i^ 
même nature que le fluide , par la diftanc^ 
â ce plan , 6c divîfer par la femme de* 
filets ; or c'efî précife'ment ce qu'il faut faîrt 
pour trouver la diftance du centre degra* 
vite du volume déplacé i donc en gêné 
la poujfée verticale dim fluide far un corpi 
qu'on plonge , paff> tctijo[:rs par le centre 
gravité da volume de fluide déplacé, 

3 4 y • Voyons , maintenant , ce que di 
viennent les forces horîfontales dont naj 
avons parlé ci-deflus. 

Si l'on fe repréfente toujours la trancl 
folide de la Fig. H9 , & que par les côi 
ab , bc , &c. de la fedlion inférieure on ce 
çoive des plans verticaux terminés par 
feâion fupérieure ; ces plans formeront 
contour d'un prifme qui aura pour hautçj 
celle de la trsnche ; & chaque face de 1 
prifme exprimera (J41) parl'étendue de 
îurface , la valeur de la force horifonta 
qui lui eft perpendiculaire. Mais comn 
toutes ces faces font de même hauteui 
lei 
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Brs furfaces fonc dans la raifon de leur» 
Bes air, bc , ficc. donc ies forctis horilbn- 
Hes font encr'elies dans la raifon des côtés 
|,Ac, &c. D'ailleurs à quelque endroit de 
■s faces qu'elles foicnt appliquées , comme 
ES faces foiic d'une hauteur infiniment pe- 
Re , bn peut regarder ces forces horifon- 
Ues, comme appliquées , toutes , dans i'e 
laii hQÙiontdX abcd ef , chacune perpen- 
[culairement fur le milieu du coté qui fert 
B bafe à la face correfpondante du prifmè 
bnt il s'agit. Je dis fur le milieu, parce 
i'il eft aiïe de ^oir que la réfuitante des 
fceflions qui s'exeicent fut la fu::face de l*ui'i| 
pelconque des trapèzes qui forment la fur* ^ 
ce de la tranche , doit palTer par l'un deè 
pints de la ligné qui joint les milieux deà 
§ux côtés parai leîes; & quepar conféquenC 
fforce horifontale qui en réfultc, doitrèn- 
pntrer la ligne qui joint les milieux de deux 
ptés oppofcs de la face correfpohdanre 
l prîfme. La queftion efl donc !:édu!te à 
voir ce qui doit arriver à un poligone 
beiconque ( J^'^. 122) loifque chacun de 
côtés eft tiré ou poulTé par une force 
ppliquée perpendiculairement à fon mi- 
Eu,& repréfentée pour fa valeur , par ce 
Bté. Nous allons voir qu'elles fe aétrui- 
nt mutuellement, 

Bb 
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Ne confidérons d'abord que deux ford 
/*& ^ {Fig. 12 1 ) appliquées perpendît 
lairenient fur les milieux des deux coi 
^B , ^Cdu triangle JBC, & repréfent^ 
par ces côtés. Il eft clair que leur réi¥ 
tante palTera par leur point de concours! 
qui dans le cas préfent eft le centre du cJ 
cle qui pafferoit par les trois points /?, bS 
{G(om. J4.). Je dis d'ailleurs, qu'elle da 
pafîerparle milieu du côté BC, auquel efl 
fera par conféquent perpendiculaire ; 
qu'elle fera repréfentée par ce côté BC. 

En effet, fi l'on décompofe la force P < 
deux autres l'une De parallèle j & Tauti 
Dh perpendiculaire au côté BC , en ftd 
tnant le parallélogramme Deg/i; on nura_ 
en nommant f & A ces deux forces , P : e'. 
h : : Dg -.De.- Dh:; Dg : De : ge ; or eu j 
abaiffant la perpendiculaire ^0 , le tnaj 
gle geD eft femblable au triangle y^OÈ, 
parce qu'ils ont les côtés perpendiculaire! 
On a donc Dg : De : ge : : ÂB: AO : BOi 
donc P:eh::AB:'AO: EO. Or par 
fuppofition , la valeur de la force P eft il 
préfeiitée par AB : donc celle de e !'( 
par AO ; ôc celle de /; Teft par BO. 

Si l'on décompofe pareillement la force J 
en deux autres , l'une Jm parallèle , & l'aii 
tre Ik perpendiculaire au côté BCj on proa 



a de mÊrae , que m eft repréfentée par AOg 
k par CO. Les deux forces m éa e " 
ic égales , puifqu'elles font repréfenté 
hr la même ligne y^O. D'ailleurs elle! 
giflent en fens contraires, & fuivant 
Bême ligne DI parallèle à BC } puifque D 
: I font les milieux de AB , /aC.; donc 
[les fe détruifenc. La réfuliante doit donc 
fete la même que celle des deux forces A 
E i ; & comme celles-ci font parallèles j 
iifqu'elles font perpendiculaires à BC, 
lurréfultante doit être égale à leur fomme ^ 
C perpendiculaire à BC. Donc i°. elle eft 
|çpréfentée par BO-hOC ; c'eft-à-dire> 
■ BC. z\ Etant perpendiculaire à BC^ 
; devant d'ailleurs paffer, ainfi que nous 
jenons de le dire , par le centre F du cer- 
le circonfcrît à ABC y elle pafle donc pat 
p milieu de SC 

[Cela pofé , [Fig. \±ï) la réfultante /^ 

tes deux forces P Sx.T fera donc perpendi- 

ïlaire fur le milieu de EE, & repréfcntdd 

jr BE. Parla même raîfon, la réfultance K 

Hes deux forces l'' SilS , & par confôquent 

celle des trois forces P ,TyS, fera perperl- 

diculaire furie milieu de BD , & reprdfen- 

tée par BD. Enfin la réfultante Y des deux 

forces ^ & Ç , & par conféquent , celle des 

quatre forces P,'/, -S", O, fera perpendicu-, 

Bbij 
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laire fur le milieu de DC, & repréfentée pafl 
DCy elle fera donc égale & diredement oq 
pofde à la force R ; donc toutes ces forci 
iè détruiront. 

On voit que le raifonnement eft le mêd 
quelques fôienc le nombre & la grandei 
des côtés. * 

Donc en général , les efforts tfai rêjuTtem 
dans le fins horifontal , àe la prejjîon • 
fiuide pefhnt exerce perpendiculairement Jur Jdi 
furface d'un corps qui y eji plongé, fe détruifcnUi 
mutuellement. 

3 46' Tels font les principes quifervéri 
à déterminer les effets de la preffion dd 
fluides ïur les vafes qui les renferment, f 
fur les corps qu'on y plonge. Voyons maiÉI 
tenant quelques ufages de ces principes, i 

Puifque les efforts que le fiuide fait dan 
le fens horifontal, fe détruifent mutuellq 
ment, il ne faut donc pour conferver 
corps dans la pofition qu'on lui aura donné 
dans un fluide, il ne faut, dis -je, autri 
chofe , que détruire l'effort vertical de 1^ 
preflion ; ce qui exige deux chofes , la pra' 
miere , qu'on oppofe de haut en bas un en 
fort qui foit égal à celui que la preffîofl 
exerce de bas; en haut : la féconde , qu^ 
cet effort foit en ligne droite avec celui dol 
iapoulTée verticale dit fluide. Or la pouffiégjl 
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frticaledu fluide , efl équivalente avi poids 
I volume de fluide déplacé ; do:ic Jî le 
'Uume de fiajde déplacé, pefe phts que le corps, 
httgéf le corps fur nager a & s'élèvera jufqu'â 
I que le volume de fiaide correfpondant à la 
\ftie JUbmergée , pefe autant que le cerps 

[347' Donc, fi lorfqu'un corps fumage,' 
B vient à ajouter ou à oter à fon poids , un 
bîds quelconque, il s'enfoncera ou s'élé- 
■ra juîqu'à ce que l'augmentation ou la 
gninution du poids du volume de fluide , 
pplacé , foi t devenue égale à ce nouveau^ 
pîds. Si ce poids qu'on ajoute , ou qu'on 
ttranche , eft petit, eu égard à celui du vo- 
"aie de fluide actuellement déplacé , la 

iantité /K (Fig. 123) dont s'abaiiTerâ ou 
■lèvera la coupe AB > fera d'autant plus 
que ce poids fera plus petit, & qu'en 
lÉme temps la coupe ^^B fera plus grande. 
En pourra donc, lorfque ce poids fera pe-^ 
1, & que la coupe AB fera grande , rc- 
uàtt ÂE tcah, comme égales, & évaluer 
l'volume nouvellement déplacé , par la- 
pface repréfentée par AB , multiplié© 

tlK--, c'eft-à-dire , par ABxlK. Donc 

9 eft le poids d'un pied cube de fluide , 
kABxIK fera le poids de ce volij 

B)î//C étant évalué en pieds cubes. 
Bbiii 
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fi /' cft le poids qu'on ajoute , ou qu'on i 
tranche , on aura px^iB>iIK = P ; d'3 



l'on tire IK^- 



;'eft-à-dire j 



navire , par exemple , que pour [avoir coi 
bien une certaine augmentation faite à la cbarû 
fait enfoncer le navire , il faut dlvifer la ' 
leur ^ de cette augmentation , par la fm 
face de la coupe faite à fleur d'eau, eftii 
en pieds quarrés , & multipliée par le po 
d'un pied cube d'eau. 

Lorfqu'on fouffe un vaiffeau , on ad 
même le volume de la carène d'une qua 
titd que nous avons enfeiené ( 123) zéÀ 
luer. C'eft donc comme fi on diminuoitf 
charge, d'une quantité égale au poJds d'i 
volume d'eau égal à l'augmentation qu'oa 
faite au volume, moins le poids des matT 
res qui compofenc le foufflage : on peut doi 
déterminer facilement de combien il pli 
géra moins. 

3 48* Le, poids d'un corps reftant 1 
même , on peut étendre fon volume à v 
lonté. Il n'y a donc pas de matière fi pcfar 
qu'on ne puii'fe faire furuager. 

349* Puîfque , lorfqu'on diminue ] 
poids d'un corps fans rien changer à fon \ 
lume . il doit s'ciever avec un effort qui i 
peut être contrebalancé que par un poîl 
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[al à celui qu'on a ôté ; il s'enfuit donc , 
peut employer utilement la poufféc 
irticaie de l'eau pour dlever des fardeaux j 
lu: exemple , pour tirer des bâtiments , du 
ftnd de la mer ou des rivières , en les atta- 
and à d'autres bâtiments que l'on aura d'à- 
brd chargés de corps pefants , ou d'eau , & 
B*on vuide enfuîte. 

I 3 5 "^^ E" général , fi P eft la pefanteur 

Mcifique d'un corps qui furnage , ou ce 

|ie peferoit un pied cube , pat exemple, de 

e corps , s'il étoit d'une matière imiforme ; 

» Ton volume; p la pefanteur fpécifique du 

pide; « le volume de la partie fubmergée: 

i poids de ce corps fera fx/^ouPA'i ce- 

m du volume de fluide fera pu ; on aura 

pncP/^=:^«j équation qui donne « = — ; 

Où l'on voit que le poids Pl-^du. corps ref- 

Int le même , la partie fubmergée fera tou- 

~jours d'autant plus petite que la pefanteur 

fpécique du fluide fera plus grande. 

Cette même équation donne f^-.u-.-.p-.P; 
c'eft-à-dire , que le volume du corps , ôc 
celui de la partie fubmergde , font en raifoQ 
inverfe de la pefanteur fpécifique du corps , 
& de celle du fluide. 

3 5 I • Si le corps pefe plus qu'un pareil 
yolume de fluide i alors il doit s'enfoncer , 
Ebiv 
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& ne peut être retenu que par une fbrcé^l 

^gdle à l'excès de fon poids fur celui d'uti 
pareil volume de fluide. Or fi nous repré- 
itiitons roujours par p &Ç F ies pefanteurç 
fpe'cifiques du fluide & du corps ; & par y, 
le volume du corps , nous aurons P^ — p^ 
pour 1 excès du poids du corps fur celui d un 
pareil volu.ne de fluide. Donc fi on con- 
çoit que ce corps fuit retenu j ^ l'aide d'un 
fil , au fléau d'une balance, & que Pfoitle. 
poids avec lequel il peut être en équilibre j 
pu suraF'=F.P^— pA', d'où l'on tire -|-=5 
— '^^^. Or Pf^- eft le poids du corps dans 
l'air, & /' fon poids lorfqu'il eft plongé ■ 
dans le fluide ^ donc connoijjant le poids d'un 
corps dan! l'air , 'ù' fon poids dans un fluide , on 
aura aifément le rapport des pefanteun fpàcï- 
jicjues de ce dernier fluidi 6" du corpi , en divi~ 
faut /i3 différence de ces deux po^ds , par le poids 
du corps dans l'air. Par exemple, fiun corps 
pefe 6 onces dans l'air & y onces dans l'eau, 
je divife la différence i , par 6 , & le quo- 
tient-^, méfait voir que la petànteur fpé-, 
çifique du corps , eft à, celle du fluide , 
comme lî eft à %. 

L'air, comme fluide pefant , diminue, 
gufll une partie du poids des corps i enCarte 
qi!ç le poids qu'ils, lyit daaa l'air , n'efl pas 
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Jçur poids réel. Mais comme l'air efî ua 

""iiide fore rarç, & dont la pefanteur fpécî- 

ique n'eft qu'environ la Sjo^ partie de celle 

; l'eau , on peut fe difpenfer d'avoir égard 

\\a diminution qu'il occafionne. 

3 5^. Si l'on conçoit qu'on plonge le 
ipême corps que ci-deflus , dans un autre 
'u'de dont la pefanrcur fp<^ciiique foit p' , 
: que P" foit le poids avec lequel il peuc 
Pors être en équilibre, de même qu'on a 
■'iP' = P/^~p/'', on auraF"=P/^— //^i 
If cesdeuxéquationsdonnent^/'==P/'' — ]"»_ 
\.p'F=Pf^~~P" ; donc divifant cette der-^ 
iïere » par la précédente ; on aura -' 
y_pi » 'l'où connoiflant le poids P/^ d'un 
prpsdans l'air, fon poids F" dans un fluide, 
; fon poids P' dans un autre fluide , on dé- 
terminera facilement-^ , c'eft-à-dire, le 
apport des pefanteurs fpécifîques des deux 
Pu ides. 

3 5 3* Suivant ce que nous venons de 
jîr , la pefanteur fpécifique multipliée par 
i volume, donne le poids d'un corps. Mais 
. denlité multipliée par le volume donne 
lamalTe (ipi), qui (202) eft proportionnelle 
au poids. Donc la pefanteur fpécifique mul- 
tipliée par le volume, eft proportionnelle 
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à la denCité multipliée par le volume î doBi 
(a pefantcur fpécijiqae des corps efi proponim 
nelie à leur denftté. 

3 y 4- Revenons aux corps qui furnagenl 
Pour qu'un corps puiffe relier en équilibn 
fur un fluide , il faut , aind que nous i'avon 
vu (î46)j que fon poids total foit égal 
celui du volume de fluide déplacé. Mais cett( 
condition ne fuffit pas. ïl faut encore, qu 
la ligne qui pajje par le centre de gravité du corp. 
plongé y èr par le centre àe gravité du volume dt 
la partie fubmergée foit verticale. Car 
pefanteur du corps , & la pouffée du fluidt 
s'exerçant chacune fuivant une ligne verti 
cale , dont la première pafle par le centtflii 
de gravité du corps , & la féconde , par lo^ 
centre de gravité du volume déplacé , n< 
peuvent être diredement oppofées , (comme 
il faut qu'elles le fuient pour l'équilibre \ 
qu'autant que ces deux verticales fe confon-» 
dront. 

3 y y . Ainfi pour déterminer fi un corps 
ACEDB (Fig. 1 24) d'une forme & d'un& 
matière connue peut demeurer en équilibra 
fur un fluide , dans une polltion qu'on a 
defi*eindelui donner; il faut mener un plarv 
horifontal CD qui fépare une partie CED 
dont le volume foit slu volume total AEB y 
'comme la pefanteur fpécifîque du corps e^ 
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' celle du fluide : & ayant déterminé le 
entre de gravittî G de AEB , & celui G' de 
'ED y fi la ligne GG' efl perpendiculaire au 
lan CD , l'équilibre aura Heu. 
3 5 6- Nous fuppofons dans ce que nous 
ifons ici, que le corps ^JEB eft homogène; 
».'efl-à-dire, que la matière qui compote fon 
poids eft toute de même efpece, & qu'elle 
eft uniformément répandue dans toutî'efpa- 
ce qu'occupe le volume total. S'il n'en étoît 
pas ainfi , on commenceroit par calculer la 
valeur d'un volume de fluide , égal en poids, 
au poids total de ^EB , & l'on feroit CED 
égal à ce volume, CD étant horîfontale : ce 
qui fe réduit à une queftion de pure géomé- 
trie, dont les principes donnés jufGU ici , 
peuvent fournir la fclution. 

3 J7' C'eft encore une autre qucftion 
que l'on peut rdfoudre à l'aide des mêmes 
principes, que celle de déterminer les diffé- 
rentes pofitions dans lefqueiks un corps 
peut tefter en équilibre fur un fluide ; mais 
comme nous n'avons aucune application 
eflentielle à faire ni de l'une ni de l'autre de 
ces deux queliions , nous ne nous en occu- 
perons pas. Voici quelque chofè qui nous 
importe plus. 

3 J8. Le corps CED {Fig. i 
afluellement en équilibre fur un £ll 
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^B eft la furface : G étant le centre çl^g3;î 
vite de ce corps ; G' celui de la partie Tub 
mergde y^EE ; Ci l'on conçoit que l'on incli- 
ne infiniment peu , le corps , en forte qui 
ûEù devienne la partie fubmergée , dont G' 
' foit le centre de gravité. Ce corps revien 
dra à fa première pofition , fi la vertical! 
G"M qui convient a cette féconde pcfitioB 
rencontre la verticale G'jV/ qui convient à Ja 
première, au deflus du centre de gravité G 
du corps. Au contraire il verfera tout-à-fàit 
ii le point Al eft au deffous de G, commq 
en M'. 

En effet , la direâion G"M qu'aura alors 
la poufi"ée de l'eau , & qui fera verticale 
ne pafTant point par le centre de gravité G 
tend (322) à imprimer au corps deuxmou-^ 
yemens , l'un pour élever le centre de gra- 
vité , & qui eft détruit par le poids du 
corps; l'autre qui tend à le faire tourner 
au tour du centre de gravité G. Or il eft fa- 
cile de voir que fi le point G eft au deflu,^ 
de M ce mouvement de rotation autour de 
G, tend à fe faire de ^ vers C, & par con- 
féquent à ramener G' dans la verticale ac* 
ruelle G"M. Au contraire, fi Âî eft. au 
deflbus de G, comme en M' ; le mouvement 
de rotation autour de G, tend à fe faire de 
Ç yers ^j & par conféquent ne peut qu*^- 
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Bgner G de G" M' ; c'éft-à-dire , tend à 
yre renverfèr le corpî. 
TDonc pour que le corps puifTe revenir à 
Ifituation primitive, il faut que G' Ai foie 
lus grande que G' G. 
I Le point M eft ce (^ue M. Bouguer ai 
pmnîé le Alétacemre ; parce que c'eft la 
lite de la hauteur à laquelle peut être 
lacé le centre de gravité G, pour que le 
prps flottant ne foit pas renverfé par une 
itite inclioaifon ; car pour peu que G fût au 
feflus du point M, le corps fe renverfé^ 
nr. 

[ Comniê la détermination du méta^ 
entre M importe beaucoup dans la conf- 
usion des vailTcaux , nous allons nous en 
ccuper. 

; 3 59* Suppofons donc que ÂUB {'Pig* 
a(5) repréfente la coupe d'un navire , faite 
fer un plan perpendiculaire à la quille , ÔC 
affant par le centre de gravité G du navire, 
Zt plan paftera auiïi par le centre de gra- 
bité G' de la partie fubmergée ÂEB f 3 J*)* 
[ Concevons que par quelque caufe que 
ï foit , le navire prenne une fituation înfi- 
Bment peu inclinée à la première i flc 
fi'alors ab foit le plan de flottaifon , & G' 
j centre de gravité de la partie aEb qui fera 
■bmergée alois. Si l'on mené G"tiWperperl-i 
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tioh, ces deiix moments, on aura MRÂ 
g'q=^MRA xgO , d'où Ion tire g'q^g 
c'efl-à-dire que le centre de gravité g' 
même profondeur au delTous de Mjy , q 
On peut donc regarder la ligne g^ , ^î^il 
d'ailleurs infiniment petite , comme perpl 
diculaire fur gO ; & par la même raifon {K 
126) on peut regarder G' G*" comme un 3 
de ceicle décrit du point M comme centï 
Voyons , à préfent quelle eft la valg 
de gg' (fig- 127). Il faut j par la même 1 
fon que ci-dcfTus , prendre le moment 1 
volume m Rn ,k l'égard de OR , & l'égal 
à la fomirie des liioments de fes deux pai 
MOm , MRn. On aura donc mRnx^ 
bu MRA' xgg' = MRn y. g" l -hMOm x C 
Mais puifque g eft le centre commun - 
gravité des deux efpaces AlRn & A'On , 1 

MRNxf l = NO niiOk; donc MRNxg^ 
~= NOn xOk-^ MOm xOk' = 2 NOn x Ok) 
parce que les deux trangles MOm , AOÂ 
ibnt égaux, & que les diftances Ok' & OÊ 
font évidemment égales. 

Soit e l'épaifleur de la tranche que re-* 
^réfente MKN , on aura donc enfin le i 
itient de cette tranche MRNxexgg 
zJVOnxexOk , équation qui a lieu pou 
chaque tranche. 
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{Prenons,maintenant>lafommedeces tno-: 
pents pour toutes les tranches , & nous aii- 
bmfMKNxe^gg'^fiNOuxexOk. Or le 
Jrêniier membre , étant la fomme des mo- 
ments de chaque tranche par rapport à un 
pafTanc par la quille , doit (2^8) être 
^al à la fomme de toutes les tranches , ou 
i volume de la partie fubmergée de la ca- 
multipUé par la diftance G"G' -( Fig-, 
b(î) du centre de gravite^ de la carène j 
Rrs de l'inclinaifcun. Donc, en nommant P^ 
e volume , on aura /^xG"G'=/2 JVO/i x e 
\0k. Déterminons donc la valeur de ce fe» 
pnd membre. 

I Pour cet effet je remarqué qiTe lorfqtié 
) navire s'incline, le plan primitif de flot- 
Jifon CBPO (Fig. 128) devient CèpQ;, 
Pue les triangles Bîh , NO'n font les mê- 
les que dans les Fig. 126 & 127; or comme il 
l évident qu'ils ont un angle égal, on peutj 
i caufe de leur petiielTe innnie, les regar- 
der comme femblables ; en forte qu'on aura 
NOn : B Ib : : ON* : II' {Géom. ly^ ) ; 6c 
par conféquerit NOti == r^r y-BIb. D'ail^. 

Bl 

leurs on a {Fig. 12.1) Ok=.^ON , car on 
peut regarder le point A & le ^oint h } com- 
me également éloigtiés de ■'■■*'■'- -» -<- 



I. 
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;V^O»xOA = ^!xfî/*i donc 7 

Bl 

BJ ■ 

quation qui donne G G", Employons - 
maintenant à déterminer la hauteur G' Ad d 
métacentre. 

Imaginons que du point / (F/g', 
comme centre» ôc du rayon IB , on décrij 
l'arc B5; on aura Blb = ^-^-. Or ti 
deux droites G"M & G'M étant perpend 
culaires à a é & AB , il eu facile de voir qJ 
l'angle M eft égal à l'angle Elb jSi. que j 
conféquent en regardant comme un 
décrit du point A^, la droite infinJmentped 
te G" G' que nous avons vue être perpendicl 
laire à G7, les deux feûeurs BIS, G' MG{, 
feront femblables. On a donc G' M : G' G" : \ 
Bl: BSi donc BS^^-^—^; & par coû 



féquent Blè^iU''^^ 



donc en fubfi 

tuant dans l'équation /'x G' G" = &c, i 

réduifant, on a A'x G'G"=/i££f^ 

Mais comme G'Mà^G'G" reflent les même ^ 
quelle que foit la tranche que l'on confidcrej 
on peut écrire cette équation > de cette av 
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i manière , P^xG> G" =^-^ÎÔN* >* «f* 

|oùl'ontireG'Ar=tZ£iiJi!- Ceft-à-diré 
f 
s pour avoir la hauteut dn métacentre , au 
JJits du centre de gravité de la partie fnbmer^ 
We de la carène^ il faut partager la longueur 
; la coupe faite à fleur d'eau j (par de* 
ffpendiculajres élevées fur cette longueur) 
1 un affez grand nombre de parties égales i 
burque les parties de la courbe qui tait lé 
ontour de cette coupe, interceptées entré 
ces perpendiculaires, puifTent être regar- 
dées comme des lignes droites. Alors oïl 
fera une femme des cubes des demi-largeurs 
■ correfpondantes à chaque divifion , & i'ayané 
multipliée par la diftance e , d'une perpen- 
diculaire à l"autre> on en prendra les f que 
l'on divifera par lé volume de la partie fub- 
mergée de la careae. 

3 60. On voit donc cjue tant que la coupé 
feire à fleur d'eau refiera la même , & que là 
Volume de la partie fubulergée reliera auflî 
lô même , la hauteur du métacentre reftcri 
conftamment la même , quelque change- 
ment que l'on falTe d ailleii ts à la figure dé 
la carène. Nous verrons par la fuite , \èS 
ufages du métacentre. Difons im niot déi 
fluides élafliques. 

€eii 
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3 (5 I . Les fluides elaftîques ont 
mun avec les fluides (ans relTorc, qu' 
traihlion faire de la pefanteur, la preflion fe 
coîTimimique également dans tous les fens, 
JVIais ils différent de ces derniers, en ce que 
fi après avoir appliqué à la furface AH ( Fig. 
125) d'un fluide fans reffortj une prelTion 
quelconque P , qui agiffe fur un fonds 
mobile ÂB, on vient à fupprimer , fubitc 
ment ce poids P , le fluide ians reflbrt n'a- 
gira plus contre le fonds ^B. Au lieu 
que dans les fluides à reffort, fi après que 
la preflion P aura amené le fonds 
dans la fituation quelconque a b , 
vient à fupprimer cette preflion, le foi 
a b fera repouffé de b vers B avec 
même force qui l'avolt amené de 
en b. 

Quoi qu'il en foît, la manière donci 
prelfion fe diftribuera, fera toujours la 1 
me que pour les fluides fans reffort 
à-dire, qu'elle agira perpendiculairemi^ 
aux furfaces ; & que dans les fluides élai 
ques pefants , & qui ne font comprimés qj 
par l'adion de leur pefanteur , les effoi 
de la preflion fur les parois des vafes, ou " 
la furface des corps plongés dans ces fluï 
des, ces efforts, dis-je, eftimés dans 
fens horifontal , fe détruiront rautuellj 
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ment ; & dans le fehs vertical , ils fe lê 
(îuiront à un feul dont la dire£lion paffera 
par le centre de gravité du volume fur le- 
quel le fluide agit. 

362. Quant h la valeur abfolue de la 
prffTion fut une furface quelconque , ea 
vertu de la pefanteur feule du fluide élaf- 
tique ; il n'eft pas douteux que fur les fur- 
faces horifontales , elle ne foit (la hauteur 
étant la même) proportionnelle aux fur fa- 
ces fur lefquelles elle s'exerce. Mais elle 
ne fe raefure pas, comme dans les autres 
fluides, par le poids du prifme ou du cy- 
lindre qui auroit pour bafe cette furface , 
& pour hauteur , la diftance de cette fur- 
face jufqu'à la furface fupérieure du fluide. 

En effet fi un fluide diadique eft tel que 
fans fa pefanteur il pulfle occuper l'efpace 
^EfB ( Fig. 130) ;lorfqu'onIe fuppoferapc- 
fànt, il eft vifible que tes tranches de ce 
fluide, les plus proches du fonds £/', cliar- 
gées de leur propre poids & de celui des 
tranches fupérieures , feront plus compri- 
mées que celles-ci ; que par conféqucnt, 
fi l'on conçoit deux tranches de mûmc h;m- 
teur. Tune près du fonds F f ; l'autre à 
quelque diftance de ce fonds, la matière dtt 
la première fera plus denfc que celle de 1% 
féconde, & pefcia , par coiift^qucnt da^ 
C c ii). 
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Aînfî Ie$ tranches de mèra 



vantage, 

hauteur, chargeant le fonds £F, d'autan 
moins qu'efles en font plus éloignées , 1 
preffion fur le fonds Z'Fdoit s'eftimer , noft 
feulement pat I? grandeur de ce fonds , ( 
par le nombre des tranches contenues de / 
cil F, mais encore par la pefanteur fpécifiqu 
de chaque tranche , laquelle efi différent 
d'un endroit g l'autre. En forte que fi Te 
repréfente par x la diflance FQ d'une tran 
che quelconque, au fonds EF; par dxl 
liauteuf infiniment petite de cette tranche 
& par D la pefanteur fpécifique , ou la dei 
fité de cette même tranche; Ddx fera 1 
poids d'un filet de cette tranche i & fo 
aélion fur £F, fera EFxDdxy donc Tap 
tion de toutes les tranches , ou la preffio 
f\ir £Ffera EFfDdxouv{utotEFf~Dd:i 
parce que x ctoifTant , le poids de chaqu 
tranche diminue ; c'eft-à-dire , qu'il faudï 
prendre l'intégrale de r-£>i^x,& la multiplii 
par EF. ïl faudra donc connoître la vgleu 
de D en jf , c'efl-à-dire, fuivant queU 
loi îes denfités varient , à mefure qu 
les tranches font plus éloignées dw fon< 

Quand on aura déterminé la preHion lî 
vnç (uiface horifontale > U fera aifé de déte: 
^niçef la piçQÎQn f^f tqi^tç ^utie fuifaç^ 
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1 partageant cette furface en parties ïnfi- 
liment petites ; chacune de ces parties pour» 
p être regardée comme preffée autant que fi 
Ue étoit horîfontale. 
3 (5 3 • De tous les fluides élafliques , 
pair cft celui qui nous intéreffe le plus : 
c'efl: pourquoi nous allons nous arrêter à en 
confrdérer les principales propriétés; celles 
du moinsj qui ont le plus de rapport à rwtie 
objet. 

3 64* ■^'*"* 'fipffant. Ceft un fait conf- 
taté par un grand nombre d'expériences. En 
voici quelques-unes. Si l'on prend un tube 
de verre (f)^, iji) d'environ 30 pouces, 
fermé herméthiquemcnt par l'une k de fes 
extrémités , & que par le bout ouvert on 
introduire du mercure dans toute la capaci- 
té, ni'on vient à renverfer & plonger le bout 
ouvert B , dans un vafe où il y ait aulTi du 
mercure ; le mercure contenu dans le tube , 
defcendra jufquà ce que la colonne reftan- 
te foit d'environ 27 pouces & demi , * à 
compter de la furface du mercure dans le 
vafe. Voci comment cette expérience prou- 

* Cette ouantiié varie félon ] près , au mime niveau qu« 
l'étaide l'air, & la hauteur du I Paris. Nous Tupporons de plut, 
lieu où fe faii l'expénence : I que le mercure contenu dans 
nous ruppofoni ici , que c'eft 1 le lube , a été purg* d'air : et 
lori'que l'air eft dans un étal 1 nVft pai ici le lieu d'en ex- 
moycB , & ^ue l'oa eA , à peu [ pof«r Icf moveni. 

Cciv 
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ve la pefanteur de laîr. La colonne de mei 
cure contenue dans CB exerce au point,, 
une preffion fur le mercure inférieur qi 
ne peut être contrebalancée que par u 
effort égal agiffant en fens contraire. C 
le mercure contenu dans le Tafe où ■ 
tube eft plongé , n'agît contre cette a 
lonne, qu'à raifon de la diftance de 
furfdce fup^rieuie jufqu'à l'ouverture 5» 
ne peut donc contrebalancer. On ne pei 
donc chercher, ailleurs, l'effort néceilaire 
que dans le fluide qui repofe fur tous lï 
points de la furface fupérîeure du vafé 
ç'efl-à-dire , dans l'air ; donc c'eft l'air qi 
par fon poids fait équilibre à la colpni 
£C de mercure. 

Voici d'ailleurs , un autre fait qui no 
fera utile & qui vient à l'appui. Si c' 
l'air qui fondent la colonne BC ; il faut 
nous employons un fluide moins pefant q 
le mercure , que la hauteur à laquelle 
fluide reliera fufpendu, foit plus grande qi 
BC , & cela (334-) dans le rapport invei 
des pefanteurs fpécifiques de ces deux fit 
des. Or on fait que l'eau pefe 14 ft 
moins que le mercure II faut donc que 
l'on emploie de Veau au lieu de mercuri 
elle puiife être foutenue par l'air , jufqu'à 
hauteur de 14 fois 27 pouces & deny 
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Bfeft-à-dire j jufqu'à 52'pieds environ. C'eft 
Bf effet, ce que l'expérience confirme. Car 
K fait que fi par le moyen d*un pifton on 
Rue élever l'eau dans un feul corps de pom- 
K, au-delà de 32 pieds, l'eau s'arrête conf- 
pmment à ce terme à très-peu près. On 
ne peut donc douter que l'air ne foit pefant , 
& que par cette raifon, il ne preffe la fur- 
face des corps, autant que ie feroitune co- 
idnne d'eau dont la bafe feroir égal à cette 
furface , & dont la hauteur feroit de 32 
pieds environ. 

C'efl cette preiTîon qui appliquée à tous 
les corps , & par conféquent à la furface de 
l'eau , oblige 1 eau de monter dans les pom- 
pes , lorfqu'en tirant le pifton on fait un 
vuide entre le piflon & l'eau dans laquelle 
plonga la pompe. Mais pour avoir des idées 
plus di(lln£tes fur la manière dont l'eau 
s'élève dans Jes pompes , il faut examiner 
une autre propriété de l'air. C'eft fon éhC- 
ticité. 

355. L'air efi comprejjible ; tl eft élaflique .■ 
& les volumes auxefueh il peut être réduit par la 

IcompreJJton ,/onî ,fenfihlement , en raifon inverjè 
■4es poids dont ilejl chargé. 
\ C'eft un fait établi par l'expérience fur- 
tante. 
I Dans un tube de verre recourbé AB^ 
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(Fig. 1 3 a) dont la branche ^iîfoit au moins 
de ;o ou 40 pouces, & dont la branche 
B C foit par - tout de même diamètre ôc fer- 
mée hermétiquement en C. Faites coule] 
du mercure jufqu'à ce que la capacité B I 
plus baffe du tube foit remplie ; & ayais 
appliqué ce tube fur une planche graduée j 
obfervez quel eft le nombre de divifionfi 
compris entre B & C. Je fuppofe ici que cg 
foit 8 pouces. Verfez du mercure dans I 
branche ^B jufqu'à ce que l'excès de 1 
hauteur du mercure dans j4 B fur celle dd 
mercure qui entrera dans BC , foit de z'i 
pouces & demi environ. L'air qui occupoil 
d'abord toute la partie BC n'en occuper, 
plus que la moitié. Si vous continuez d 
verfer du mercure dans ia branche yf5, jul 
qu'à ce que la différence des hauteurs di| 
mercure dans les deux branches , foit dQj 
deux fois 27 pouces & demi, ou environ jJ 
l'air reflant dans BC n'occupera plus que Iq 
tiers de BC ; il n'occupera que le quart , ^ J 
ia diiférence des hauteurs eft de trois fois f 
?7 pouces & demi ou environ j & ainli dnj 
fuite. 

Cette expérience fait voir que l'air : 
comprime à mefure qu'on le charge, < 
qu'il fe comprime , à très-peu près, pro^ 
portionnellement aux poids. En effet , loi^ 
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ll'il n'y avoit du mercure que dans la ca-- 
pçité inférieure B, i'air contenu dans fîC, 
lant de même nature que celui qui étoic 
Bs ^B , écoit chargé de tout le poids de 
"r qui répond verticalement à l'ouverture 

I tube. Il étoit donc chargé par un poids 

équivalent à une colonne de mercure de 
27 pouces & demi environ. Puis donc qu'en 
ajoutant encore une, deux , trois , &c. pref- 
fions femblables , il fe réduit , félon ce que 
nous venons de dire , à des efpaces deux 
fois , trois fois , quatre fois moindres que. 
BC, il fe comprime donc, dans lejappoct'l 
des poids qui le chargent, 

A l'égard de fon reflbrt ; par un procédé 
inverfe on s'affyre qu 11 a lieu & qu'il aug- 
mente à proportion de la çomprefiiun , ou 
qu'il diminue à proportion que la compref- 
fion diminue. Car fi l'on retire du mercure 
de dedans la branche y^'B , on verra l'air re- 
prendre de l'étendue dans la branche CB , 
& en reprendre d'autant plus , qu'on dimi- 
nuera plus la prefllon : Pair eft donc non- 
feulement compreflible; mais dans quelque 
état de comprefflon qu'on le mette , il tend 
à fe rétablir & à occuper un efpace plus 
grand, fie tel que lorfque le poids qui le 
comprime diminue , l'efpace dans lequel 
lair fe lépand , eil à celui auquel il étoic ïé 
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duit , com.*ne le poids dont il étoit charge 
dans ce dernier cas, eft à celui donc U< 
chargé ad u elle ment. 

3 66. L'air que nous appelions nati 
ou libre , eâ donc dans une comprelÏÏon hzM 
bituelle ; enforce que s'il venoît à perdw 
tout à coup fa pefanteur , il tendroit à s'éi 
carter de toutes parts avec une force tella 
que la partie d'air renfermée dans un efpacJ 
comme j^BC {Fig 132) ne pourroit êtra 
resenue, qu'en appliquant à l'ouverture ^ 
une force égale au poids d'une colonne dq 
mercure qui auroit cette ouverture pou 
bafe, & 27 pouces ôcdemi de hauteur. 

367- D'après ce que nous avons dig 
( ^61 ) fur la différence entre les fluides élaff 
tiques & les fluides non élaftiques , on voi^ 
donc que l'air renfermé de toutes part 
dans un vafe , fait autant d'eflxjrt pour poufi 
fer du dedans au dehors , que l'air environ-i 
nant en fait pour pouffer du dehors en de-i 
dans : & c'eft-là ce qui fait que les corp 
ne cèdent point à la preffion confidérafalq 
quHs éprouvent félon ce que nous avoa'^ 

3 68- Un tube tel que celui que noïi 
avons décrit ( 564 ) ( Fig. 151) étant applfl 
que fur une planche graduée dont les divî» 
fions commencent à la ligne de niveau-, 
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pa furface du mercure dans le réfervoir, 
ce 'qu'on appelle le baromètre ; parce 

l'il fert à juger de la pretrion que l'ait 
■erce fur la furface des corps , par la 
Ëuteur à laquelle le mercure refte fufpen- 

l dans le tube AB. On voit donc main- 
inant j pourquoi cet inftrumcnt marque 
la même hauteur dans un endroit fermé, 
comme dans un endroit libre. C'eft que l'air 
renfermé exerce par fon reflbrt , la même 
preflion fur le mercure contenu dans le ré- 
fervoir j que s'il agifToit librement par fon 
poids. 

^6(). Le mercure ne fe foutîent pas 
conflamment à la même hauteur dans un 
même lieu. Il eft, à Paris, tantôt au def- 
fus de 27 pouces & demi tantôt au def- 
fous : & cela , félon que la compreflîon oc- 
cafionnée ou par le poids , ou par le ref- 
fort de l'air augmente ou diminue. Comme 
le refTort de l'air peut augmenter ou dimi- 
nuer fans que fon poids total augmente ou 
diminue , ainfi qu'il peut arriver par la cha- 
leur ou par le froid, on ne doit pas attribuer 
les variations du mercure dans le baromètre j 
uniquement aux changements du poids de 
l'air. 

Quoi qu'il en foit , puifque ces change-" 



nents annoncent que 



l'air ell en étM dq 
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faire équilibre à une colonne plus oU moM 
grande de mercure , & par conféquent ; 
une colonne d'eau plus ou moins grande i 
il faut en conclure que la plus grande hau- 
teur à laquelle on puiffe élever l'eau p^^ 
le moyen d'une feule pompe j n'eft 
conftamment de ja pieds > mais qu'elle i 
lie félon la hauteur du mercure dails j 
barometrcà 

3 70. Si on porte le baromètre, d'un li( 
en un autre plus élevé ou plus bas , le mé^ 
cure s'abailTera dans le premier cas , & s'élé, 
Vera dans le fécond. Parce que la colonnl 
d'air qui appuie fur le réfervoir , étant plu 
courte dans le premier cas , & plus longue 
dans le fécond , doit pefer moins dans le 
premier cas , & plus dans le fécond ; Ôc par 
conféquent ne peut faire équilibre qu'à UEtd~ 
colonne de mercure plus petite dans 
premier cas, & plus grande dans le fécond 
Ainfi dans le premier cas , le tube fe vuide 
Un peu dans le réfervoir ; & dans le fecon 
le réfervoir fournixa le tube ; c'eft aufll d] 
que l'expérience a confirmé. Mais il fad 
obferver que ces variations ne font fenfibM 
qu'à des changements de hauteurs , de quel 
ques toifes. On peut dire, en gros , <^it 
yeis la fuiface de la terre, la toifes de di| 
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brence de hauteur répondent à une ligne de 
fférence dans le baromètre. 
Donc les plus grandes hauteurs auxquel- 
bs on peut élever l'eau par le moyen d'une 
feule pompe, varient fuivant les hauteurs 
pxquels on eft élevé , & font propor- 
pnnelles à la hauteur du baromètre en ces 
■droits, 

K7i.Noujavontdit^uera!rfccornprîinoit danslaraîrondci 

liclijà très peu-près. Quoique l'expérience d'aprèi laquelle 

K l'avons prouvé , donne le rapport des poids pour celui J 

ComprefTibilités , & le donne aKez exaâemenc ; il ne faut! 

«conclure cependant qu'il en feroiide même quel que fQ| ïï 

i poids doni on chargeât l'air. Il n'eft pai vraifcmblablfl 

' qil'onpuifreréduireun volume quelconque d'air, à occuper uR 

efpace infiniment petit, en le chargeant cominuellement } 

-son plus qu'à occuper un efpace infini, en diminuant fa pfef^ 

ni l'infini, Cette extrême comprclïibiltté, K cette extrême 

tabilité ne font pas dans la nature. Néanmoins , lorfqu'il 

l'agit que de hauteurs médiocres , on peut fuppofer que l'air, 

différentes hauteurs, eft comprimé dan; laraifon des poîdi 

nt il ell chargé ; & par-là , on peut déterminer i ptu pria , 

nielle hauteur doit Ce tenir le baromètre , en vertu du poida 

il de L'air, i différentes hauteurs. En effet, nous avon« 

■ ci-deflus ( jgi ) que D étant la pefânteur fpécitique ou la 

nilîté à une hauteur quelconque , la prel^on que l'air 

"t, ou pouïoit faire éprouver, en cet endroit, éfoii 

donc (î on appelle h la hauteur du baromètre en cet 

. anauraen(reprérentantpar i ladenfitéoulapefanieuf 

Scifigue du mercure^ /D iJ « =h , on plutôt /—D dfxk, parce 

oiff^.nt, k diminue. D'un autre côté , pulfouc l'air 

atii plus denfe qu'il eH plus chargé , (a denmé ou Oi 

Ênteur fpéci£qije augmente Conune let poIJt dont il eft 

Eirgé, &par confcquen' lî on appelle HÙ hauteur du ba- 

au niveau de U Mei ,tcfli pelànieur fpécifique de 

Ciicem^rtie ntreauïonaura/CgA::; :U)danc h = — | 



dûnc/-D*i*;= . DifÏÏrencîons cetie équaiion t 



vant qae p Se H Cont conRant;. On 



Ddx= 

t 
le. Mais a 



veau de la mer, c'efl-à-dîre> lorfque x=ô, on doit a 

D=p ; donc lp = ÎC; donc C=y. On a donc / D = — + 

d'où l'on iire/D-/p = ^.ou/ — ^ ^, 

ip ^ H p H 

— =:e H I e éiant le nombre doni le logaciihme eft i. < 

p X* 

adonc D=fe H. Reprenant donc l'équation f—Dix = 
& fubfiituant pour D la valeur , on aura h=f-pe H dx , tait 
gcalc que (117) l'on trouvera être He H i donc en! 

h = Iie ,ou lh=ÏH — 2-, qui donnera la hauteur h j 

baromètre, à la hauteur*- au delTus du niveau de la mer 
lorfqu'on connoitca fa hanteur H au niveau de la m 
pefatiteurrpécifiquepde l'air, à ce même niveau. Pour doii 
îier un exempl? de l'application de ce calcul, prenons l'oLAlèf 
ration qui a été faite au Pic de i'énéri^e * 

La hauteur de cette montagne a été trouvée de 13 mS pieiB 
de Paris , ou i %y%96 pouces. Au niveai> de Km. mer , le niei3 
cUre le lenoit à :? pouces lo lignes , & au fommct du Picf 
à 17 pouces ï lignes 

La peUnteur fpécifique de l'air étant la Sfo' partie à _ 
près de celle de l'eau , & celle-ci la 14' partie de celle 
mercure , h pefantcut fpécifique de l'ait eft donc b 1 tpt 
partie de celle du mercure , que nous avons reptélêntée p 
l'unili } sûnlî > on a 

X ■= 157896 poucw 
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t^U^^ :i=o",47fi7U7 i ÏC lojgaritlimc ordiriaîcé ii 

I, 444;â;i qui étant multiplie (113) pat 
>»l3ïi i donrtepour ie logarithme hyperboligUe doh( il 
et, j , 3161343 ; reiranchatii Jonc o , 47(97147 on Buri 
i,ïJ4ifji9Ë, Mulcipliantce dernier (itji paco,434i54¥ 
■rie réduire en lugariihmedes cibles, on aura i, tj7{3°^. 
!5ï danî ki tables icpond à 17 p. , 18 ou 17 P j'. f. Oc 
roblerïation a dunni 17 p. 5 '. 

AuTcfle,nOL<s ne devons pas dif£mulerqu'on nedoicpài 
f egarder cetie formule, cumme pouvant donner bien Maite- 
ment la badteur du baromètre à de très gcdn des hauieucsi 
i ". Parce qu'ainli que nous l'avons déjà ûbfervé , l'air ne le com- 
prime pas propotiionnellemenc aux poidi,à toutes dîAancesi 
1°. Parce qu'à des diltances un peu conlîdérableS, la pefnn- 
ieur diminue. 3'. Parce que là pelànieur Ipéciiigue f da 
l'air , eft Uca variable. 4°. Parte que les variations qui ar- 
rivent dans le» huuieuri du baromètre , pouvant dépendre en 
partie du r^-flùfl de l'air dilaté pat la chaleur, ou condenfé pat 
le Iroid , il ftudroit connoitrc l'aftion de ces cauiés, à diffj- 
tentes hauteurs. 1". Parce j^ue les vapenrs Si autrei corpï 
étranger* dont l'ait efl chargé 1 peuvent encore apporter bcaur 
toup de modttications à cette détermiilation. Quoi qu'il 
en foit, cet exemple eft toujours propre à montrer com- 
nient on doit le conduire dans rappIicaiioA du calcul i cti 
fortes de qucftîfns. 

372- Après ce que hoiis venons de dire 
fur ie poids & le reffort de rair,& fur làpref- 
fion des fluid s en général , il eft facile d'eri- 
tendre comment l'eau s'élève dans les pjrh^. 

JîCS. 

Il y a trois parties principales à coftila 
dérer dans une pompe. Les tuyaux ^ lel 
foupapes & les piftons. 

Le pifton eft uu corps . 
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circulaire (Fig. 1 3 j , 1 54 & 1 3 f ), qui peut pal 
courir la capacité intérieure du tuyau qu'on 
appelle Corps de pompe , & qui le remplit 
cxaftement en la parcourant. La foupape ^ 
eftdeftinée à permettre & à fermer aitern* 
tivement le paffage à l'eau. Le corps d( 
pompe eft le tuyau que parcoure le piftoi 
fGHK eft un autre tuyau lié au corps c 
pompe i & qui a fon extrémité inférieui 
plongée dans l'eau donc je fuppofe que iC 
eft le niveau. 

Si l'on fuppofe qu'une puifTance P (Fij 
133) appliquée à la tige du pifton, vienne 
élever le pïfton. L'air renfermé dans refpa< 
Df^KHGFC, tendrapar fon reflbrtj à occupi 
i'efpace que le pifton laîffera libre ; il foi 
lèvera la foupape E , pour entrer dans ]l 
corps de pompe i fon reifort diminuera 
mefure qu'il s'étendra. Il exercera donc fi3 
la furface GH de l'eau un effort nioindri 
que ne fait l'air naturel , fur les parties ei 
vironnantes RG , HS. L'excès de preffioi 
de la part de l'air extérieur, fera donc moi^ 
ter de l'eau dans le tuyau CK a une cer^ 
taine hauteur HN, jufqu'à ce que le poîd* 
de cette colonne , joint au refibre de i'ai< 
reftant, foit égal au poids de TaJr extérieur» 
Alors la foupape E fe fermant d'elle-même 
iil'on baifle le pifton , Tair contenu entre ' 
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Jiîfton & la bafe Ti^ du corps de pompe j' 
augmentera de refibrt à meiure qu'on baif- 
fera; il fera effort contre la bafe du pïflon , 
& s'échappera , fi fon refibrt étant devenu 
plus grand que celui de l'air extérieur > 
le pjfton eft en même temps percé d'un 
trou recouvert d'une foupape L , qui 
puilTe s'ouvrir , & fe fermer comme la pre- 
mière. 

Cet air une fois forti , la foupâpe L re- 
tombe j & fi l'on recommence à lever lé 
pifton j l'eau s'élèvera dans IGHK j à unô 
plus grande hauteur , par la même raifort 
que ci-devant, enforte qu'après un certaia 
nombre de coups de pïfton j elle gagnera 
le corps de pompe , où étant une fois en- 
trée , elle pallera à chaque abaiflement du 
pifton , à travers le trou dont il efl percé j 
tn levant la foupape, qui fe fermant enfuite 
par fon propre poids , retiendra ati-deffuj 
d'elle , l'eau qui aura paffé, & que l'on élè- 
vera en même temps que le pifton. Tel eff 
le jeu de la Pompç afpirame. 
j Quant à la Pompefoitlante , voici Ces effets: 
[ tiorfqu'on faitdefcendre le pifton PCD ( Fi^i 
\ 'i34)^ue je fuppofe, ici, placé au-deflbusdii 
hiveau de l'eau R i",il fe fait un vuîde entre \i 
l, foupape E qui eft alors fermée , & la bafe du 
' J)iftoni Le poids de l'eau agiflant conjoints- 
D dij 



4^6 



C o tJ R i 



ment avec celui de l'air extérieur contre 1 

foupape L, fait palTer l'eau dans le corps d 

pompÈ. Lorfque l'eau ceffe d'entrer, la fod 

pape Lie ferme. Alors fi Ton remonte le pi/ 

ton j H chaffe devant lui l'eau qui eft entrée 

force la foupape £ de fe lever , & introduq 

l'eau dans la partie Tf^YX. Le pifton une fou 

élevé , la foupape E fe ferme , & leticiv 

l'eau, jufqu'à ce que , par une nouvelle ope 

ration femblable à la première , on en fafl" 

paffer de nouvelle j qui s'éieve dans Tp'YX 

a proportion du nombre de coups de pifton J 

Quelquefois le pifton eft placé au-deffuj 

du niveau de l'eau i mais dans toute di(^ 

pofition cela s'explique d'une maniera 

analogue. Tel eft le jeu de la pompe fou-a 

lante. T 

La pompe ajpirante & foulante eft aînfl 

nommée j parce qu'elle réunit les effets dei 

deux autres. Le pifton ABCD {Fig. ijyj 

s'élevant , fait entrer Teau dans l'erpacé 

CDTf^O par le moyen du tuyau FGH/CJ 

comme dans la pompe afpîrante. Puis, lorft 

qu'il s'abaifTe , il foule l'eau contenue dand 

cet efpace , laquelle ne pouvant échappe^ 

par la foupape E qui fe ferme d'eHe-même,l 

levé la foupape L, & paiTe dans le tuyauJ 

MOmn. On peut varier beaucoup la conf-l 

trudion £c la difpoHtion des parties deil 
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pompes î maïs leurs effets s'expliqueront 
toujours facilement, par ceux que nous \e* 
■nans d'expofcr. 

3 73- Voyons maintenant les propriétés 
fondamentales de ces machines. 

Par le moyen de la pompe foidante , on 
peut élever l'eau à telle hauteur que l'oa 
veut , pouvu qu'on y emploie une force 
fufEfante. Mais l'eftimation de cette force 
exige plus d'une confidération. Il faut avoir 
égard aux dimenfions du pifton & des tuyauxj 
à la hauteur à laquelle on veut élever l'eau ; 
à la vîteffe avec laquelle on veut l'élever. 
Nous prendrons , ailleurs , cette queftioii 
dans toute fon étendue. Quant à préfent 
nous nous bornerons à quelques-uns des 
éléments qui peuvent fervir à la rdfoudre. 
Il eft conflant que la puiflance néceffaire > 
pour élever l'eau à une hauteur propofée , 
doit du moins être capable de faire équili-. 
bre à la prefllon que la bafe du pifton éprou-< 
veroit, fi lorfqu'une lame de fluide a atteint 
la hauteur propofée, le tout demeuroit eti 
équilibre. C'eft cette preffion que nous al- 
lons évaluer ici. 

En général , la puiflance doit être au 
moins capable de foutenir le poids d'une 
colonne d'eau qui auroit pour bafe celle du 
pifton, & pour hauteur la diftance depuis le- 
Pdiii 
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niveau de l'eau RS IFig. 154) jufqu'à l^j 
(ame fupérîeure XY. 

En effet, lorfque labafe DC du pïfton e^ 
au deflbus du niveau de l'eau RSi il fft vifî-r 
ble que la puiflance n'a point à foutenirla^ ' 
preflion de l'eau comprife entre RS 6c DC » 
parce que cette pireflîon eîl contrebalancéa 
par ccl'e de l'eau environnante qui fe tranC_ 
met par l'ouverture inférieure du corps dd 
pompe. L^ puilTance n'a donc à foutenii 
que la prelTion qu'exerce fur la furface -C^j 
ie fluide compris entre l\S 6c AT. Or (înjj 
cette prejTion doit s'eftimer par celle d'uq 
ieul filet qui auroit pour hauteur la diftancd 
de RS à XYf doit , dïs-je , s'eftimer par l4 
preffiou de ce filet , répétée autant de foîd 
qu'il y a de points dans i>C;clle eft donqa 
en efftt, égale au poids d'une colonned'eau j 
qui auroit pour bafe DCj 6c dont la hauteur 
feroit ccUe de XY au-deffus du niveau do j 
l'eau. 

Lorfque le piflon eft au-deffus du niveaif ] 
fuppofé en R'S' : il eft évident que l'eau j 
contenue entre DC 6c K'.S' ne charge point | 
le pifton. Mais comme elle ne peut , alors, 
^tre foutenue que par la preffion que l'aîr 
txtérieur exerce fur la furface de l'eau en- 
viroiinantc ; cette preffion de l'air n'eft donc 
p'h^ capable de faire équilibre à la pre^^ot^ \ 
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Se celui quis'exerce à la furface .ïy.Parcon- 
féquent k furface DCdu pïfton eft furchar- 
gée d'un poids équivalent à la colonne d'eau 
qtii auroit DC pour bafe , & dont la hauteur 
feroit égale à la difiance de DC à R'S'. Cette 

freffion jointe à à celle qu'exerce fur DC, 
eau contenue entre DC & XV, & qui a 
pour valeur le poids d'une colonne d'eau 
qui auroit DC pour bafe & dont la hauteur 
feroit, égale à la diftance de DCkXY, fait 
donc, encore, le poids d'une colonne d'eau 
qui auroit DC pour bafe , & dont la hauteur 
feroit celle de XY au-deffus du niveau R'S' 
de l'eau, 

3 7 4- A. l'égard de la pompe afpîrante ; 
pour juger de fon eiFet , il ne fuffit pas d'é- 
valuer lapuiffance; il faut examiner, avant 
tout, fi l'eau pourra parvenir jufqu'au piflonj 
& même s'élever au-deffus ; car il y a des 
circonftances où l'eau s'arrête à un certain 
terme , quelque nombre de coups de pif- 
ton que l'on donne. Pour comprendre ceci,' 
imaginons que l'eau foit déjà parvenue en I 
(fig. 1 3 3), la fituation aduelle du pifton étant 
la plus baffe qu'il puiffe avoir ; & îuppofons , 
pour plus de fimplicité , que la pompe eft 
d'une groffeut uniforme par-tout. Il eft clair 
que l'air compris dans l'efpace Ci?/Z eft de 
même fotce j dé même leffort, que l'air ex-i 
Ddiv 



L 



'*?-* 



Cou 



térieur (du moins , abliraSion faite du paldi 
de la foupape L, & de la réfiftance de foid 
frottement ) ; car s^ll avoit plus de reffort, îu 
fi'f^chapperoit en levant cette foupape. Coi* 
cevons maintenant que le jeu du pifton , c 
l'étendue qu'il parcoure à chaque levée l 
foit DO. Lorfque la bafe CD fera arrivé» 
en ^0 y Tair qui occupoit l'efpacc CDIZ4 
tend à fe répandre dans l'efpace QOIZ \ & F 
l'eau ne monte pas davantage, H s'y tépati-i 
dra en effet. Alors fon reffort fera moindrq 
que celui de l'air naturel, dans le rappo 
àcCDIZz^OlZ , ou dans le rapport de DM 
à 01. Donc fi cette force de reffort, jointa 
au poids de la colonne d'eau qui auroit » poué* 
hauteur, la diftance de Zlh. RS , fait uti 
poids égal à ^2 pieds d'eau en hauteur , qui 
eft l'effort que l'air peut exercer fut la fut^ 
face de l'eau en K5 , il eft clair qu'il y auri 
équilibre, & que l'eau ne montera plus; 
ce poids eft plus grsnd que 32 pieds , ellq 
retombera avant que la foupape £ puiffe m 
fermer; 6c s'il eft plus petit que ji piedîJ 
J'eau continuera de monter. 

Voyons donc comment on peut détern 
ïier ce poids. 

Nommons kh hauteur depuis le point É 
iufquau niveau RS ii\e jeu du plfton, 
l'efpace DO qu'il paiçouiei x l^diftaaçe Oj 
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jffous aurons Dl = x — jj & la hauteur du 
toint 1 ferai — >*. 

I Puifque l'ait renfermé dans C/^7Z,ale 

nême reffort que l'air extérieur ; fa force 

^ut donc être mefurée par une colonne 

^eau de 52 pieds en hauteur ; aiiifi puifque 

I celle de cet air répandu dans l'efpace QOIZ, 

doit être moindre , dans le rapport- de 

X>I à 01, cette force fera ie quatrième 

terme de cette proportion «: x^— r: : 32 : 

" ^ ' I ' "^ - ^^'* ^^ force que l'eau com- 
firife entre ZJ & RS, exerce contre la pref- 
fion extérieure de l'air , eft mefurée par U 
Jiauteur h — x ; donc celle du reffort de l'aie 
répandu dans l'efpace QOlZ , jointe à cellç 
du poids de l'eau comprife depuis IZ juf-< 
qu'en R S ^ forme un poids total de 
3 1X x—i) _^ ^ ^_ ^^ Qj. pcjyp que l'eau puifle 

toujours monter , il faut que ce poids foit 
moindre que celui d'une colonne d'eau de 
j2 pieds ; donc fi l'on nomme y f co 
donc il eft moindre , on aura . . , . . ^ 
iîX^mi^ _l- /i — x= 32 — y ; d'oij l'on 
tire — ^li-hhx — XX = — >rj;&par confén 
quent« = iA-f-|^± J/^^^V—jr*. 
m Four que l'eau s'arrête , il eil clair quU 
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faut que^ foit zéro. Et cqmme on a ilaî( 
x=i h^VLhh—i^i, dont les deuxvaieui* 
font réelles fi ~ hk eft plus grand que 32 ia 
on peut donc dire que lorfque le qtianè à 
ia moitié de la plus grande hauteur de la baj 
4u pipon au-dejfus du niveau de l'eau , q 
f lus grand que ^zfois le jeu dHpiJîon,ilyt 
toujeurs deux points où l'eau peut s'arrête 
dans ia pompe afpirante , En forte que 
pompe doit être réputée mauvaife , fi 1 
piiîon lorfqu'il eft le plus bas , fe trouve en 
tre ces deux points. 

Mais fi 321 eft plus grand que -^ hh^lc 
deux valeurs de x que l'on a en fuppofants 
y=o, deviennent imaginaires; ce qui an» 
nonce que dans une pompe conftruite fuî 
vant cette condition, il eft impoifible qui 
y foit zéro; donc la preflion de l'air cxté 
rieur fera toujours plus forte, & l'eau ni 
s'arrêtera point. Donc,;7o«r que la pomp 
afpirante prqduije infailliblement fort effet i 
faut que le quarrè de la moitié de la plus gran 
de hauteur du pijîon au dejfus du niveau <' 
J'eau foit plus petit que 52 fois le jeu dupifiofh 

Si de l'équation — ^2i-hhx — xx== — xy j 
que nous avons trouvée ci-deflus, on tir( 

la valeur de _y , on aura y = 



Concevons maintenant que ^B (f/j, 
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^& 157) repréfentant la plusgrandehau" 

Bur du pifton au deffus du niveau de l'eau » 

k AD le jeu du pifton , on donne fuccef- 

"■fivementà AT, pour valeurs , les différentes 

parties AP de la ligne ^B, & que l'on 

{lorte fur les perpendiculaires P7W, les va-» 
eurs de y qui réruheront de ces fubflii 
tutions ; on aura une courbe MMCi 
qui (F(^. 1 j(î) tant que 7ÂA fera plus grand 
que 52;, coupera ÂÈ en deux points J&ci'i 
en forte qu'il y aura des ordonnées PMj de 
part & d'autre de ^£;les ordonnées quj 
font à la droirCj marquant les valeurs pofi- 
tives dej; & celles qui font à la gauche^ 
marquant les valeurs négatives. 

On voit donc que tant que^AAefl plus, 
grand que 52/, la preflion de l'air extérieur 
eft toujours la plus forte jufqu'à ce que 
l'eau ait atteint la hauteur Bl'. Qu'à ce point 
elle s'arrêtera {abflradion faite du mouve- 
ment acquis )j parce que la valeur dey eft 
zéro. Mais fi l'eau par fon mouvement ac- 
fuis,paffe ia hauteur B/', parvient à quel- 
que point entre /&/% elle ne pourra s'y 
arrêter, mais elle defcendra, ( en fuppofant 
que la foupape ne s'y oppofe pas) parce 
que la valeur dévêtant négative, marque 
que la preflion de l'air extérieur eft plus foi- 
ble^que les efforts réunis de l'eau & du 
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teflbrt de l'air intérieur. Si l'aîr atteîatl! 
hauteur du point /, elle pourra s'y arrêtée 
parla même raifon queci-deffus. Mais fi 
cile paiïe une fois le point /, alors il n'y a 
plus à craindre qu'elle defcende , parce que 
les ordonnées P M comprifes entre ASîlI 
étant toutes pofitives, font voir que la, 
preflion de l'air extérieur eft toujours la plus 
force, depuis la hauteur du point l jufqu'à 
celle du point y^, 

Lorfqu'au contraire la valeur de ^^^ ei 
plus petite <\\xg ^ni {Fig. 137), la courT 
ne coupe plus l'axe AE j toutes les ordon- 
nées PM font pofitives ; la preflion de l'af 
extérieur eft donc toujours la plus forte. Il 
n'y a donc pas d'arrêt à craindre. Ce qui 
confirme Ôcéclaircit ce que rious avons dil 
ci-delTus. 

Si la pompe afpirante étoît établie à un< 
hauteur ou à une profondeur fenfiblemeni 
différente de celle à laquelle le poids di 
l'air eft équivalent à une colonne d'eau di 
32 pieds; il faudroît, dans tout ce que nou! 
venons de dire, mettre moins ou plus d) 
32 pieds. Ce moins ou plus peut fe déter- 
miner par le baromètre , en comptant autani 
de fois 1 4 lignes de plus ou de moins à l'é- 
gard de 32 pieds, que le mercure marqui 



I 



DE MaTHIÉMATIQUES* 41^ 

■e lignes au delTuSj ou au deHousde 27 pou* 
tes & demi. 
Dans le calcul précèdent j nous avons re- 
irdé la pompe, comme fi elle étoit d'une 
trofl'eur uniformej lorfqu'elle ne l'eft point, 
tomme dans la F'ig. 133, lafolution n'eftpas 
plus difficile pour cela. Pour calculer l'ef- 
fort de l'air intérieur, lorfqu'on fuppofe que 
-l'eau n'eft pas encore dans le corps de pom- 
pe Xf^i lorfqu'elle eft en MN par exemple , 
il faut faire cette proportion : l'efpace 
j^Of^NMTQi CD^NMTC: : 32^ font à 
un quatrième terme qui étant joint au poids 
de la colonne d'eau qui a pour hauteur 
'MHj doit enfuira être égalé 332—^, com- 
me ci-deffus. Au furplusj quand le tuyau 
d'afpiration ¥G eft d'un diamètre plus petit 
que le corps de pompe, fi la condition 
que nous avons exigée ci-deirus,a lieu, 
ïa pompe ne peut manquer d'avoir fon effet ; 
car l'air fe dilate encore plus facilement 
dans celle-ci /que fi elle étoit d'une grofi 
feut uniforme. 

Quant à l'effort doflt la puîfTance doit 
être capable, pour foutenic Teauà une hau- 
teur déterminée XY {fig. 153 ); ilfe mefu- 
re, ainfi que nous l'avons vu pour la pom-* 
pe foulante, par le poids d'une colonne 
d'eauj qui auroic pourbafe, la bafe/^Cda 
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pifton, & pour hauteur celle de XYaJa éi 
fus du niveau fii'. (Nous faifons» abfira<^ 
tion du frottement & du poids du pifton )i 
Cela fe démontre par un raïfonnement fem-^ 
blable à celui que nous avons employé pour 
la pompe foulante, lorfquc le pifton eft au 
deifus du niveau de l'eau R'^' ( Fig. 134 ). 

375* La pefanteur & le reflbrt de l'airi 
fervent à expliquer beaucoup d'autres faits : 
nous nous bornerons à en rapporter quel* 
ques-uns. 

Si dans lin vafe où il y a de l'eau , oU 
tout autre fluide, on plonge {Fig. 138) la 
branche la plus courte d'un tube recourbe 
i?£f( qu'on appelle fiphon); & qu'où af»_ 
pire, en fuçant ou autrement, l'air contenu 
dans ce fiphon; l'eau montera & fortira p^ 
F jufqu'à ce que, dans le vafcj elle foq 
deicendue à l'ouverture D* 

La raifon de ce fait eft que lorfqu'onl 
fait fortir l'air renferme dans DEF, la prerf 
fion de l'air extérieur agit furla furface ^Bm 
force le fluide de monter dans le fiphon É 
de s'écouler par la branche EF. Et quoiquJ 
lorfque l'écoulement eft commencé, l'aï 
preflTe le fluide, au point F, avec une forcj 
égale, à très-peu près, à celle qui pr( 
la furface de l'eau dans le vafe ; néanmoini 
la lame F eil pre0'ée en fçns comiaû 
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t toute la colonne d'eau IF : cette 
colonne doit donc tomber ; mais en tom- 
bant elle tend à faire un vuide en I qui ne 
peut manquer d'être rempli par l'aflion , 
toujours préfente, de la pretTion de l'air fur 
la furface de l'eau dans le vafe. 

On voit par ce raîfonnement , que pen- 
dant l'écoulement , l'air n'agit qu'avec un 
effort proportionnel à la différence /f de 
niveau , entre F & la furface de l'eau dans 
le vafe ,■ en forte que l'écoulement fera d'au- 
tant plus prompt, que les deux branches du 
fiphon différeront davantage ; ainfi fi F & O 
étoient de niveau , l'écoulement n'auroît 
pas lieu. On dit communément que la bran- 
che EP doit être plus longue que la bran- 
che ED ; mais on voit qu'en s'exprimant 
ainfi, on doit entendre que la hauteur ver- 
ticale de E au deffus de F , doit être plus 
grande que celle de E au deffus de D, La 
longueur abfolue n'y fait rien. On pourroiC 
rendre DE beaucoup plus longue que £F, 
en contournant D£ de diverfes manières i 
tant que le point D fera plus haut que F, 
le fluide s'écoulera jufqu'à ce qu'il foit ar- 
rivé en D , pouvu que ia hauteur de £ aU 
deffus de D ne paffe pas 32 pieds. 

Lorfqu'en appliquant les lèvres à Pouver-' 
U cure d'un âacon , on afpire la liqueur qw 
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y efl contenue les lèvres s'appIiqlieHÉ 
fortement fur les bords de l'ouverture ; fié 
on a d'autant plus de peine à les dégager ^ 
qu'on a âfphé plus fortement, 

C'eft qu'en afpïraut une partie de l'aiil 
contenu dans le flacon , on diminue le 
reffort de l'air reflant à proportion de cô 
qu'on en diminue la quantité i ii n'eft donc 
plus en état d'oppoferdu dedans au dehors, 
une prefiion égale à celle que l'air exté- 
rieur exerce du dehors au dedans. Cette 
différence peut aller jufqu'à faire caflei le 
flacon , fur-tout s'il eft plat. 

Par une raifon fcmblable on expliqua 
pourquoi on a de la peine à ouvrir un fouf- 
flet lorfqu'on a en bouché l'ouverture. C'eft 
qu'en écartant les panneaux , l'air intérieuÉ 
fe répand dans un plus grand efpace , & di-" 
minue de reflort à proportion : l'air extérieur 
prefle donc plus du dehors au dedans , que 
Vair intérieuc ne pieffe du dedans au dehors* 

FIN. 
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